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に対して，やはりLorenz方程式が導かれる（York・

York，1981）．管の断面で物理量（例えば流体温度丁）は

一様とし，独立変数は∫とφとする．このとき断面

を通過する流量9はφに依らない（非圧縮の仮定）．

この場合，（1）式のXに相当するのが流量4であ

り，yはφ＝π／2での流体温度丁（∫，φ＝πノ2），Zは

T（！，φ＝π）一丁灰π）に相当する．ただし，Tω（φ）が

　　　　　　　　　　　sinφ成分をもつと，yの式の右辺に定数項がでてくる．

この問題では管壁での摩擦が散逸項となる．

　（c）Baroclinicwave

　回転座標系で上下2層の流体の各々にbasic　zonal

HOWSがある．とし，これに重ね合わさって有限振幅の傾

圧波があるものとする．準地衡風近似の方程式を求め，

さらに（複雑だが）適当な変数変換を行うと，やはり

Lorenz　system（1）が導かれる（Pedlosky・Frenzen，

1980）．X，γ，Zはこのときwaveの振幅およびbasic

zonal　nowへのはね返りの補正項と関係している．この

場合の外部強制はzonal　Howsといえよう．散逸は上下

の固体壁に接するEkman層の存在による．1～はEkman

数およびR、ossby数に依存する．

　（d）レーザー発振

　面白いことにレーザー発振の現象でも，Lorenz方程

式が導かれている（Haken，1978）．レーザー原子は2つ

のエネルギー準位・E1，E2（＞E1）をもつものとし，各準

位の占有数をそれぞれπ1，π2とする．このとき反転数

はσ＝n2－n1で定義される．全反転数Pはσをすべて

のレーザー原子について加え合わせたものである．準位

間の遷移あるいは原子の分極率の緩和時間に相当して，

dampingも存在する．外部強制のpumpingがあると

きの平衡反転数をP・とすると，Poがある臨界値Oth。

より小さいときはレーザー発振が起こらず，これは定常

な基本状態に対応する．jD・＞jDth，になると，発振状態に

なり，Z）も琵edbackを受ける．この場合，Xは振動
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電場の振幅，「は原子の分極率変動の振幅，Zはf6ed－

backされた反転数を表わす．

　（e）ダイナモ・モデル

　力武（Rikitake，1958）のtwo－disc　dynamoの系でも

（1）とよく似た方程式が導かれ，磁場の不規則的な反

転が示され，その振舞いもLorenzattractorによく似

ていることが報告されている（Cook6緬ム，1970）．とこ

ろが，modiHed　single　disc　dynamoのモデル（Robbins，

1977）では，Lorenz　system（1）そのものが導かれる・

このとき，xはコイルの電流，yはdiscの動径方向の

電流，Zはdiscの回転角速度に対応する．外部強制は

discに与えられたトルクである．

　Lorenz系は，しばしばZ→C－Z（Cは定数）と変換し

た式で与えられることがあるから注意を要する．Pedlo－

sky8！畝（1980），Haken（1978），Robbi潤（1977）の

文献がそうである．
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第2部　不安定論

　熱対流と分岐一B6nard対流

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　山田　道夫＊

　水平な流体層を下側から熱するとき見られる対流は，

上下境界の温度差によって，静止，ロール状，六角柱セル

状など様々の形態を示すことが知られている．この現象

＊Michio　Yamada，京都大学理学部物理学教室．

1983年3月

は，B6nardやRayleighの昔から班究されていたが，

近年分岐現象の典型例として再び脚光を浴びてきた（木

村竜治，1971；Busse，1981a；Busse，1981b）．分岐理論

の立場から見るとき，対流現象の特徴は・一連の分岐系列

が観測できる点にある．これは系の対称性が低下した小

さな容器内において特に著しい．この理由から最近は小

容器内での高精度の実験研究が盛んに行われ，多くの興

9
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味深い結果が得られている．そこで，ここでは容器の大

小による違いも含めて，分岐現象としての対流の素描を

試みる．

　まず，上下を水平な無限に広い定温剛体壁にはさまれ

た流体を考えよう．Boussinesq近似が適用可能とすれ

ば，系は2つの無次元パラメータに支配される：Ray－

1eigh数Rα（鉛直温度勾配に比例）及びPrandt1数Pプ

（動粘性係数／熱伝導係数）．ノ～αを0から十分ゆっくり上

げてゆくとしよう．はじめ静止していた流体は，ノ弛が臨

界値Rα。＝1707．8（P7によらない）を越えると定常な

対流運動を始める．これは，1肋＝ノ～σ・で分岐が起こり静

止状態が不安定となるためである．流体がBoussinesq近

似で完全に記述されるならば，この定常流は2次元ロー

ル状であり，分岐は超臨界型である（Sch1Uter6∫磁，

1965）．（しかし，物性値が温度と共に変化したり，密度が

温度に非線型に依存することでBoussinesq近似からはず

れると，臨界点近傍では六角柱セル状の定常流が安定と

なり，分岐は亜臨界型となる（Palm8孟磁，1967，Busse，

1967）．これが実験の際六角柱セルも見える一因となる．

この2次元ロール状対流の安定性は，70年代にBusseを

中心とするグループによって，線型安定論と実験の両面

から詳しく調べられた．それによると，このロール状対

流は，面白いことに，∫～妖＞Rσc）と・P7を与えても一意

に決まらず，ある範囲の大きさのものが安定に存在し得

る（Rabinowitz，1968；Busse6云σ乙，1971；Busse6∫α」．

1979；Clever6渉磁，1974）．言いかえると，与えられた

外部条件のもとで（対称性によるものを除いても）連続

無限個の異なる状態が安定であり得るのである．またこ

の・一ル状対流の安定限界を与える臨界モードは，定性

的に異なる複数個のものが存在し，得られている安定性

ダイヤグラムは非常に複雑である（Busse1981a；Busse

1981b）．しかし筆者の知る限りでは，この分岐の非線型

安定性を調べた例はなく，理論的に完全に解決されてい

るわけではない．実験結果によれば，不安定になったロ

ール状対流は，transientな過程を経て安定なロール状

対流に至るか，あるいは全く異なった（定常又は非定常

の）対流パターンに至る（Busse8∫α乙，1971；Busse6」

8」・・1979）．後者の中には，超臨界型分岐によると思わ

れる3次元セル状の定常パターンも存在する．この3次

元セルは，更にノ弛を上げると振動型不安定を起こし

spoke－pattemと呼ばれる美しい非定常バターンに至る

ことが観測されている（Busse6」磁，1974）．

　ところで，現実に起こるロール状対流は様々の麗乱の

ヰ10

ために必ずしも2次元的でない．このような“欠陥対流”

も最近研究されている（Gollub6」紘1981；Siggia8」

α乙，1981）ことをつけ加えておく．

　次に水平長が厚さと同程度の小容器中の対流をみてみ

よう．この様な系では，対称性に起因する縮退が解けて

各分岐が単純になり，分岐と共に分岐系列の研究が盛ん

である．また同じ理由により，有限次元力学系との比較

も可能になる（この意味では，有名なLorenzモデル

（Lorenz，1963）は小容器の場合に近いと思われる）．最

近の高精度の実験は，物性値や境界条件の違いで，周期

運動，準周期運動，周波数の10cking，間欠性，倍周期分

岐などを含む驚く程様々な分岐系列が存在することを明

らかにした（Ahlers8」畝1978；Gollub8’畝，1980）．

この中には，3つの周期を含む準周期運動さえも含まれ

ており，これはRuelleとTakensの理論（Ruelle8渉

召ム，1971）との関連で特に興味深い．また倍周期分岐に

関しては，最近のFeigenbaum理論（Feigenbaum，1978，

1979，1980）（これは一次元写像翫＋1ニ∫（ズη）の理論

に基礎をおく）との定量的比較が精力的に進められてい

る（Giglio8」砿，1981；Libchaber8」α乙，1982）．しか

し，小容器中の対流研究は始まったばかりと言ってよ

く，各種の分岐や分岐系列がいつ出現するかという間に

対する統一的な答を得るにはまだ時間がかかりそうであ

る．
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　熱対流の水平パターンの決定について

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吉崎　正憲＊

　1．序

　衛星写真に写った雲のパターンを調べてみると，筋状

の雲とセル状の雲がよく観測される．これらは室内実験

で見られる2次元・一ルと六角形セルによく対応してい

て，自然界には少なくとも2つの対流パターンがあるよ

うに思われる．ではなぜこのようなパターンが選択され

るのであろうか？ここでは熱対流の“形”の分岐を間題

に取り上げた．

　2．レーリー対流

　まず最初に単純な状況における対流を考える．（R1）

流体の物質定数が温度によらず一定である．（即）無限

に広がる水平固体壁に囲まれた流体層を考え，下から一

様に加熱して上から一一様に冷却する．この2つの条件を

満たす状況で起こる対流をレーリー対流と呼ぶ．

　非線型項を無視した線型理論では，じょう乱の水平成

分と垂直成分が変数分離されて，上下の境界条件やレー

リー数（R）の垂直分布が水平成分に反映しないため，

色々な水平パターンが縮退してしまい，どのパターンが

実現するか決定できない．したがって，“形”の分岐を

調べるためには非線型理論が必要である．

　非線型の強さの度合いをRの臨界レーリー数（1～・）か

らのずれ，つまり∠＝R－1～oで表すと，弱非線型理論

は∠が非常に小さい場合に適用できる理論である．こ

の場合，非常に小さい値をもつパラメータεで，上昇流

ω，Rおよび時間∫を
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　ωニΣε吻（？τ），R－1～。＝Σε曜（η），∫＝ε2τ

　　　％＝1　　　　　　　　　　　　　　％＝＝1

と展開できる・特に

ωσ）一（βα）C・S穿　C・S卸

　　　　＋C（τ）c・sα・9）W（z）

と仮定する．ここでαoは臨界波数，四（z）は臨界点に

おける垂直構造を表わす．これらを支配方程式に代入し

て，εについて整理して，可解条件を用いると，Bと

Cに関する振幅方程式が得られる．

　　α塑＿∠B＿6B3一（46一・）βC2　　　（1）
　　　4τ

誕＿∠C＿■（4δ一・）β2C一・C3

　4τ　　　　2
（2）

＊Masanori　Yoshizaki，東京大学海洋研究所．

1983年3月
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係数α，δ，6はプラントル数の関数であるが，正値を

とる．この振幅方程式の定常解として，少なくとも，伝

導のみの静止の解，六角形セルの解（C＝B／2）および2

次元・一ル（B＝O，C≒O）の解がある．これらの安定

性を吟味すると，∠＞0の場合には2次元・一ルは安定

であるが，六角形セルは不安定である事がわかる．つま

り，レーリー対流では2次元ロールしか実現しない事に

なる．

　3．レーリー対流の変形

　レーリー対流の条件を変えて，温度分布がzの2次関

数の場合を考える．再びBとCの振幅方程式を求める
と，

　　　4B　　α一＝∠ノB＋4βC－6β3一（4δ一〇）βC2　　（3）
　　　4τ

　　α塵一∠℃＋■4B2一。C3一■（4δ一。）B2C（4）
　　　4τ　　　　4　　　　　　2

となる．定数4の項は温度分布がzの2次関数である事

からでてきた項である．この定常解も静止解，六角形セ

ルの解および2次元・一ルの解を持つ．これらの安定性

を調べると，4が0でないために，3つの臨界値∠1’，

∠2ノ，∠3ノ（∠、ノ＜0＜∠2ノ＜∠3，）が存在して，∠・ノ＜∠ノ＜∠3ノ

で六角形セルは安定であり，∠2ノ＜∠ノで2次元・一ルは

安定である事がわかる．特に∠2ノ＜∠ノ＜∠3ノで2つの解

が同時に安定である事に注意しよう．また，4が正の場

合はセルの中心に上昇気流をもつ六角形セルが実現し

て，逆に4が負の場合は下降流のセルが実現することも

わかる．

　同じ事が流体の物質定数（例えば拡散係数）が温度依

存性をもつ場合や表面張力が働く場合に起こる．つまり，

垂直方向に非対称を作る要因がある場合は六角形セルが

実現しやすいのがわかる．それは，六角形セルがプリュ

ーム的な構造を持っている事に帰因する．
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　シア層型の速度分布を持つ流れの順圧不安定が超臨界

型不安定であること，又この流れには安定な有限振幅波

が存在することが，最近弱非線型理論によって明らかに
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された（Niino，1982a）．ここでは，より非線型性の強い

領域での有限振幅波の振舞を見るためにNiino（1982c）

が行った室内実験の結果を紹介する．

　回転台（角速度9）の上に，深さ∬の密閉された円

筒容器をのせ，水を満たす．容器の底面の半径がαより

小さい領城を角速度∠・9で，その外側を一∠’9で回転す

ることによって，半径αの所に鉛直境界層（E1／4－1ayer；

Stewartson，1957）を作り出し，その安定性を調べた．

　理論的考察によれば，このようにして作り出したE1／4－

1ayerの安定性は，レイノルズ数

R一∠9畷

と無次元化されたE1／4－1ayerの半径

7　（鑑）レ4

のみに依存する（c£Yamagata・Kimura（1973），

Kim皿a（1976）のジェットの安定性の実験では，基本

流の構造がE1／4に関する相似性を持たない）．しかし，

今回の実験では7斜25～50と大きく，曲率の効果は重

要でないことが示せる（c£Hide・Titman（1967）でOま，

戸》2．8～12）．従って，安定性はRのみに依存すると

考えて良い．

　実験結果は，あるRに対して実現した渦の個数nを

無次元波狽一舞霧に直して整理した・実験から

求めた臨界レイノルズ数と臨界波数は，線型安定論の結

果とよく一致する．

　次に，実現したRとゐの組合せ（R，々）をノ～詫平

面上でプロットすると，（R，為）は線型安定論で不安定

な領城よりもずっと狭い領域内に分布する．この領域は

有限振幅波が安定な領域と考えることができる．R及び

ゑが共に，9－1／4に比例するという特徴を利用して，％個

の渦が実現している状態で9を変えながら渦の個数の

変化を見る実験を行うことにより，有限振幅波の安定領

域をより精密に求めた．一般に，Rが大ぎくなるにつれ

て実現波数は減少する傾向が見られる．又，安定領域

の境界はside－band不安定（Stuart・DiPrima，1978；

Niino，1982b；Yoshizaki，1982）によって規定されてい

るように見える．安定領域を決定したことにより，波数

選択における履歴現象を実験で示すことが可能になっ

た．例えば，あるRの値に対して％個の渦が実現してい

る時，Rの値を一度変化させて再び元の値に戻すことに

より卿個の渦が実現する状態に変えることも，十分な予
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測をもって行うことができるようになった．

　今回のセミナーでは，その数学的取扱いの容易さの為

に，Lorenzモデル（1963）のような極度に切断された

スペクトルモデルに基づいた議論が多かった．しかし，

順圧不安定のようにside－band不安定によって，レイノ

ルズ数と共に卓越波数が次第に変化する場合も自然界に

は多く見られる．このような不安定現象に対して切断さ

れたスペクトルモデルを用いる際には十分な注意が必要

であろう．
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（田中浩他，1981）．いくつかの議論の要点は，理論的側面

から見れば次の間題に帰すると思われる：どのような粘

性項を考えた場合に，非粘性解と粘性解の非粘性極限は

一致するか？　一般の定常平行流に対する線型麗乱方程

式の場合，この問題が困難な一因は，非粘性解と比較すべ

き粘性方程式の形式解さえ得られていないことにある．

流体力学の分野においても，この種の形式解は比較的最

近いくつかの場合について得られたにすぎない（Grosch

8’紘，1978；Gustavsson，1979；Salwen6渉畝，1981）．大

槌での議論に刺激されて，我々はβ面上の粘性形式解を

求めロスビー波の粘性臨界層との関係を考察した（Ya－

mada6孟砿，1982）・その結果を報告したい．

　β面上の2次元平行流（U（g），0）に対する麗乱方程

式は，粘性必配が存在する場合，

　　（妾＋u謁）∠φ＋（β一額嘗の（β＞・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1）

となる．ここでφは麗乱の流れ関数．Fourier－Laplace

変換を用いると，（1）の解は次の形に得られる．

　　φ（励一∫畷8喘∫震＝蜘）⑫〕4α

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

　ム
　の（カ）のpoleは（1）の離散固有値に対応する．この離

散固有値に対する解析はよく知られたOrr－Sommer飴1d

方程式（β＝0）の場合と類似なので，ここでは立ち入ら

　　　ハない．φ（カ）の特異点は実はpolesだけではない．IgI＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　ハCOで一様流になるU（g）に対しては，φ（ρ）の分岐点が

常に存在し，分岐線上の積分が（2）に寄与する．この積

分の被積分関数は，（1）の連続固有値に対応し，g→土

C・で減衰しない波動を表わすことが証明できる．結局

（1）の形式解は模式的に書けば次のようになる．

　　φ（∬，g，！）ニΣ〔離散固有値に属する固有関数〕6餌

　　　　　　　poles

　　　　　　＋∫〔連続固有値に属する固有関数〕6P‘ゆ
　　　　　　　cut8
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

　ン≒0の場合，連続固有値に属する固有関数（連続モー

ド）は常に時間的に減衰するモードとなることが分か

る．従って，主流の安定性問題には連続モードはそれほ

ど重要ではない．しかし，撹乱の初期値問題を完全に解

くためには，（3）式から分かるように，連続モードまで

含めて考えなければならない．

　さて，非粘性極限（レ→0）を考えよう．実はこの時，

連続モードは中立安定となって，1訓＝・・でロスビー波
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と一致することが分かる．そこで，この非粘性極限の連続

モードをロスビーモードと呼ぶことにする．ロスビーモ

ードの波形はロスビー波に対する主流のシアーの効果を

反映している，と考えることもできる．例えばU（g）＝

tanh〃の場合，・スビーモードは次の3種類のものか

ら成る：1．gニ＋・・（北）でロスビー波と一致し，gニー

・・（南）で0に収束するもの，2・g二土∞で共にロスビ

ー波と一致するもの，3・g＝一・・でロスビー波と一致

し，雪＝＋∞で0に収束するもの．これらのうち1・と3．

は，主流がロスビー波に不透明な壁として作用し南北伝

搬を妨げている場合に対応している．

　ところで，・スビー波が主流とエネルギーのやりとり

をするためには，対応するロスビーモードが臨界層を伴

うことが必要である．U（g）ニtanh　gの場合，このような

ロスビーモードは上記1・の種類のものしか無い．これは

g＝。・（北）から入射したロスビー波にのみ臨界層が発生

することを示している．以上の結論は，一般にU（一・O）

＜U（“）くU（＋・・）をみたすU（g）について成立する．

またU（一〇〇）＝U（十〇〇）となるようなジェットの場

合，東向きジェット（U（＋・・）〈U（g））についてはロス

ビーモードは臨界層を伴わないが，西向きジェット（U

（g）＜U（＋・・））については，常に臨界層を伴う・スビー

モードが存在する．

　以上の事柄を前提として，例えばU（9）＝tanh　gの

場合について，9ニ＋・・（北）から入射してきた波束を考

えよう．このような波束は（3）のように分解される．波

束が進行し主流の影響を受けると，波束の一部（上記2．

に対応）はgニーO・（南）側へ透過し，残りの部分（上

記1．に対応）は臨界層を伴って，過剰反射されるか又

は一部分吸収され，透過しない．

　最後にいくつかの注意を述べておきたい．第一，以上

議論した連続モードは，Case（1960）によって見出され

た連続モードとは異なるものである．Caseのモードは

lgl＝・・で0に収束しなければならない．第二，！Lind－

zen・Tung（1978）は，不安定モードの存在をロスビー

波過剰反射のメカニズムで説明しようとしたLinden6」

α1．，1978；新野宏，1981）．彼らの議論では，・スビー波

は離散固有値の裏に隠れた存在だが，我々の解析では

・スビーモードも離散固有値と対等な連続固有値に属し

ており，その意味では，一方が他方を励起することはな

い．

、天気”30．3．



文　献

第3回地球流体夏のセミナーの報告

Case，K・M・，1960：Stability　oHnviscid　plane

　couette　flow，Phys．of　Fluids，3，143－148．

Grosch，C．E．and　H．Salwen，1978：The　continuous

　spectrum　of　the　Orr－Somme㎡dd　equation，Part

　1，The　spectrum　and　the　eigenfhnctions，J．Fluid

　Mech．，87，33－54．

Gustavsson，LH，，1979：Initia1－value　problem　fbr

　boundary　layer　flows，Phys．of　Fluids，　22，

　1602－1605．

Lindzen，IR．S．and　K．K．Tung，1978：WaveOver一

125

　reHection　and　shear　Instability，J．Atmos．sci．ナ

　35，　1626－1632．

新野　宏，1981：順圧不安定の力学，天気，28，
　53－82．

Salwen，H．and　C．E．Grosch，1981：The　continuous

　spectrum　of　the　Orr－Sommerfdd　eq．uation，Part

　2，Eigenfhnction　expansions，J．Fluid　Mech・，

　104，　445－465．

田中　浩他，1981：第2回地球流体夏のセミナー「臨

　界層」の報告，天気，28，739－767．

Yamada，M．and　K．Gotoh，1982：in　preparation，

第3部　ブ・ッキソグ

　地形が入った順圧大気モデルにおけるプラネタリー波

の時間変動

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　楠　　昌司＊

　北半球の中緯度の偏西風帯には，主に大規模山岳によ

る力学的効果，大陸と海洋との温度差による熱的効果に

より励起されたプラネタリー波が存在している．卓越す

る東西波数は数日から数十日のタイムスケールで交代し

ており，時には波の振幅が著しく増大しいわゆるブロッ

キングが発現し異常気象を招くことがある．単純化した

大気モデルを用い，このような波動の時間変動に対し，

大規模山岳がどのような役割を担っているのか調べた．

　β平面，準地衡風，順圧大気のチャネルを考え，底に

中緯度帯の現実的な地形を入れた．波の時間変化は，移

流・非線型，地形による渦管の伸縮，β効果，エクマン

粘性を考慮した渦度方程式で記述した．西風の帯状流に

ついては，波が地形を感じて生ずる帯状流に対する山の

抵抗，ニクマン粘性，外的強制力を含んだ運動方程式で

時間変化を記述した．

　さらに流線関数と地形を空間スペクトルに展開し，各

モードの振幅に対する時間発展方程式を導いた．

　南北方向のモードとして基本モードのみを採用する

と，波と波との非線型相互作用が禁止され，定常解が解

析的に求まった．しかし，ある一定の西風の強制力に対

し唯一の解が決まるだけで，Chamey・DeVore（1979）

やChamey・Shukla・Mo（1981）が主張した解の分岐

による多重平衡解は存在しない．即ちブ・ッキングに対

応する解は得られないことがわかった．

　次に波と波との非線型相互作用の効果を見るために，

南北方向のモードとして基本モードの他に第2モードも

取り入れた系について調べた．しかし，方程式系が非線

型で複雑になり解析的な定常解が得られないので，数値

実験を行った．線型論では波数3が卓越するパラメータ

を選び，大気の静止状態を初期値として時間積分したと

ころ，波数2と3とが15～20日の周期で交互に卓越する

ことがわかった．従って，大規模山岳によって励起され

たプラネタリー波は，ここで考慮したような波の非線型

相互作用によって時間変動している可能性がある．
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　β平面上の底面に凹凸のある無限水路を考える．凹凸

が水深に比べて十分小さいとすると，2次元・非圧縮流

体の準地衡風渦位の式は次のようになる．

　　湯（72－F）卯＋∫（卿＋h）＋β農

＝一々72（ψ一卯＊） （1）
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