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2次元乱流と地球流体＊

柳瀬眞一郎＊＊

　1．まえがき

　ひまわりから見える地球大気の運動は変化に富んで美

しく・いくら見てもあきることがない．もっとも目に見

えるのは雲の動きであって，もしこの自然の与えてくれ

たすてきな可視化技術がなければこんな楽しみを味わう

ことはできないだろう．ひまわりの画像を見れば地球大

気がいかに多くの渦や流れから成り立っているかという

ことがわかる．それらはある程度規則的な動きをしてい

るがその中には多くの不規則な運動を含んでいることが

読み取れる．大気運動中の乱雑さの一つの重要な側面を

抽出するとそれが2次元乱流で表される．近年，測定精

度の向上により海洋も2次元的な中規模渦で満たされて

いることがわかった（高野，1977）．従って海洋の運動に

おいても2次元乱流は重要な因子となると考えられる．

　乱流の定義は元々いくらかあいまいであったが，カオ、

スの研究が進むにつれてますます多様な内容を含むもの

になってきた＊＊＊．ここではいちおう‘非定常で空間的に

幅広い連続スペクトルを含む流体運動’は広い意味で乱

流とみなされると考えておく．2次元乱流は2次元運動

をする流体中に現れる乱流である．流体運動は本質的に

3次元的であり大気や海洋の乱流もやはり3次元乱流で

ある．けれどもこれらの地球流体は大きなスケールでは

著しく異方的で，水平スケールと比べると垂直スケール

は極端に小さく，大規模な運動はほとんど水平方向で占
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められている．従ってこれらの運動は近似的に2次元的

な描像でとらえられると考えられる（小倉，1978）．また，

回転系での流体運動が著しく2次元的になることはよく

知られている（Hop且nger6」α」・，1982）．これらの事が

2次元乱流的描籐の適用の可能性を生み出したわけであ

る．

　それでは2次元乱流の理論を使っていったいどんな現

象が説明されているのであろうか．まず第1に古くから

よく調べられているのは乱流拡散の問題である．これは

気象学や海洋学で特に大切であり乱流研究の大きな動機

であった．2次元での乱流拡散の理論は現在も活発に研

究されている．次に，気象における高気圧・低気圧や海

洋中の中規模渦などの傾圧不安定によって生じる渦が注

目される．これらの渦の運動量やエネルギー輸送に果た

す役割の研究に対する適用が近年盛んになった．最後

に，大スケールの間題として，おそらく渦と・スビー波

の相互作用によって生じるジェット気流や黒潮，さらに

木星大気の縞模様等に対する適用であって，適用限界の

間題はあるもののわれわれに大きなロマンを与えてくれ

る．

　2次元乱流研究に対する刺激は当然地球流体からのも

のが最も強かったのは確かだが，それ以外にもいくらか

の興味から進んできた．一つは純粋に統計流体力学的な

興味で，3次元乱流との質的な相異を中心に調べられて

きた．もう一つは強磁場中のプラズマの運動で，ある場

合には地球流体と同様な方程式で記述される（長谷ノIL

1980）．次章では2次元乱流の研究が流体力学と応用分

野との交流の下にどの様に発達してきたかを概観してみ
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　2．2次元乱流研究の足どり

　流体力学の分野で非常に有名なLambの名著Hydro－

dynamicsの最後の版が出版されたのは1932年で古典流

体力学はこの頃完成されていた．一方，G・1・Taylorは

既に1910年代から拡散の間題を中心として乱流の研究を

行っているし，またRichardsonは大気中の粒子拡散の

デー・タを基にしてKolmogorovの理論と本質的に等し

い内容を持つ相対粒子拡散の理論を既に1926年に発表し

ている（Richardson，1926）．けれども乱流の研究が盛ん

になったのは1930年代以降で，Taylor，von　Kゑrman，

Prandt1，0bukhov，Kolmogorov，Heisenbergら流体力

学，気象学，理論物理学，数学の研究者により急速に進

歩した．乱流の統計理論の最初の集大成と言える‘Ho－

mogeneousTurbulence’がBatchelorによって著され

たのは1953年で，その中には一様な3次元乱流に対して

確立された理論が体系的に述べられている（不幸なこと

にこれ以後現在に至るまで，誰もが納得す為普遍的な理

論は現れていない）．乱流の研究はその解析的な困難さ

のために初期の時点から2方向に分裂した．一つはさま

ざまなモデル方程式を組み立てて実験結果を再現しよう

とするもので半現象論的，半数値実験的理論である．も

う一っは非常に理想化された（たとえぱ一様等方的な）

乱流を考えてできるだけ厳密な取り扱いをしようとする

ものである．数多くの研究者の努力にもかかわらずこの

2つの流れはなかなか再結合できない．

　2次元乱流の3次元乱流とは異なった特有の性質に対

する関心は，1940年代に既にOnsagerによって渦糸の

統計理論が考えられていた（Onsager，1949）が，本格

的になったのは50年代に入ってからである．注目すべき

ことは，日本においても大気現象への2次元乱流理論の

適用がOgura（1952）によって50年代初期に行われた

ことである．2次元乱流の特異な性質，特にエネルギー

の逆カースケードの存在を最初に指摘したのは巧¢rtoft

（1953）であるが，Batchelor（1953）も同じ頃に同様な

内容を述べている．

　50年代半ば以後3次元乱流に対してさまざまな統計理

論が与えられ，それらが徐々に2次元乱流へ適用される

様になる．初期の統計理論の扱う乱流は最も簡単な一

様等方乱流に限定され，2次元乱流の理論は当面純理論

＊特集カオスとエント・ピー，数理科学1980－9．
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的な方向に発達することになる．50年代中頃にProud－

man・Reid（1954）とTatsumi（19与7）によって準正規

分布理論（QN理論）が与えられた．しかし，後にOgura

（1962）匠よって2次元乱流へ適用され，負エネルギー

スペクトルという非物理的な結果を与えることが示され

た．

　これに対してKraichnan（1959）はGreen関数を含

むDirect－Interaction理論（DIA理論）を提出した．彼

は後にDIAの欠点を自ら指摘し，ラグランジェ形式を

取り入れたLagrangian－History－Direct－Interaction理論

（LHDIA理論）を考案した（Kraichnan，1965）が，こ

れらの理論の2次元乱流に対する具体的な数値計算は70

年代まで待たなければならない．

　60年代の後半に入って2次元乱流固有の性質に注目し

た研究が相ついで現れる様になった．Kraichnan（1967），

Leith（1968），Batchelor（1969）らで，彼らによっ・て

k－3エネルギースペクトルの存在が予言され以後の理論

発展の基礎となった．ところで同じ60年代にLorenz

（1963）は流体方程式の解がある近似の下で，初期条件

からは予測不可能な，Caoticな行動を示すことを調べ数

値予報の可能性に対して深刻な疑間を投げかけた．彼の

研究は一方では統計力学的なカオスの研究へ発展した＊

が，気象学では数値予報可能な限界時間の問題と関係

し，この研究に2次元乱流理論が使われる様になる．

　70年代に入ると電子計算機の進歩により2次元乱流理

論は3次元乱流とは異なった独自の進歩をする様にな

る．それはナ「ビェ6ストークス方程式（NS方程式）の

直接積分が可能になったことで，近似理論を直接比較す

ることができる様になった．この時点で2次元乱流理論

は始めて（ある意味で）実証科学の地位を得たわけであ

る．70年代の前半は既に述べた理論に加え，Markovia－

nized　Eddy－damped　Qμasi－Norma1理論（EDqNM理

論）（Leith，1971），Test　Field　Mode1（Kaichnan，1971；

Leith・Kraichnan，1972）等の数値積分が予知可能性の

研究としても行われ，また数値実験との比較が行われた

（Herring8知」．，1974）．

　70年代後半に入ると多様な動きが起こってくる．その中

から主要なものを挙げてみる．一つはSubgrid－modelling

またはEddy－viscosityの間題で数値実験におけるpara－

meterizationに関係する（Kraichnan，1976；Basdevant

6」α」．，1978）．これはLarge　eddy　simulationと関連し

ている．次に挙げなければならないのはIntermittency

の間題である．これは乱流場の空間的な間欠性を調べる

、天気”31．7．
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もので，3次元乱流に対しては古くから考慮されて来た

（Monin・Yaglom，1975）が，2次元を含む乱流一般に

対して注目される様になった（Frisch8」α1．，1978）．最後

に，この頃になると2次元乱流理論の適用範囲の拡張が

行われる様になり，・スビー波を含む乱流や成層流体に

対しても研究が進む様になった．これらの結果がRhines

（1979）によってまとめられている．なお70年代までの

乱流理論（2次元とは限らない）をよくまとめた論文と

してRose・Sulem（1978）が参考になる．それから2次

元乱流だけをまとめたKraichnaかMontgomery（1980），

またバーガス乱流を含むTatsumi（1980）のレビュー・が

ある．

　80年代の状況は一言ではまとめられないので目につい

た傾向を後でいくらか紹介することにする．次章では2

次元乱流について現在わかっている事柄の概略を紹介す

る．

　3．2次元の乱流

　2次元の流体運動は2次元NS方程式で支配される

が，非圧縮性を仮定すれば渦度ωと流れ関数ψに対する

次の様な方程式で表される．

　　　　翫鍔＝叫　　ω

「ここでレは動粘性係数である．現実の地球流体では渦粘

性が大きく粘性頃は必ずしも（1）の様にならないし，浮力

や成層の効果もあるので（1）では到底完全な記述はできな

い．しかし地球流体の運動の基本的な特性はかなりの部

分2次元NS方程式に含まれていて，基礎研究として（1）

を調べることは重要である．

　2次元乱流は（1）式の解によって表現されると考えられ

ている．乱流の発生についてはLandan－Hopfの描像以

来，現在のカオスの研究に至るまで多くの研究がなされ

ている＊．しかし本稿では簡単のため（1）の解は粘性レが

非常に小さい時（レイノルズ数が非常に大きい時）に

は，乱流的になると考える（この事の証明は現在でも完

全には与えられていない）．乱流的な性質としては第1

章で述べた‘非定常で大きな自由度’に加えて‘初期条

件敏感性と予知不可能性’を指摘しておく．初期条件敏

感性とは初期条件のわずかな違いが，時間がたつにつれ

解の大きな違いとなって現れる現象で，これが予知不可

能性の原因となる．逆に，系の性質を知るためには初期

391

条件に敏感でない，たとえぽ統計的な性質を知ることが

必要となる．つけ加えておくと，2次元乱流は幾何的制

約が強いため3次元乱流ほどダイナミックなふるまいは

示さない事が想像できる．

　2次元乱流でしばしば現れる統計量は次の様に定義さ

れる．

E一圭∬（7ψ）2鋤：一ネルギー

Q－1∬ω2鋤：一ンスト・フィー

P一｝∬（7ω）2鋤：パリンスト・フィー

積分は全空間にわたって行うが，一様な乱流場に対して

は単位面積に対して行うことにする．エンストロフィー

は平均自乗渦度を表し，パリンスト・フィーは渦度の勾

配の大きさを表す．（1）にψおよび∠ψをかけて全空間に

わたる積分を行うと次の様な方程式が得られる．

グEl

一＝一2レQ
協

4Q
一＝＝一2レP

4∫

（2）

（3）

（2），（3）でレ＝0と置くとエネルギー，エンストロフィー

は時間的に変化しない．つまり2次元乱流ではエネルギ

ーとエンスト・フィーは非粘性の場合に保存量となる．

また，レ＞0の時，（3）より（～（’）≦9（0）でエンストロフ

ィーは有界である．従ってレ→0の極限で（2）式は

＊特集乱流，数理科学1982－11．

4E
一一　＝0
碗

1984年7月

となりエネルギーは散逸されない．一方3次元乱流では

エンストロフィーは保存量ではなく，レ→0の極限でQ

（渉）～0（ジ1）となり発散することが予想されている（Ta－

tsumi，1980）．従って3次元乱流では非粘性極限でエネ

ルギーの散逸がおこる．これを非粘性散逸と呼び，レ＝

0の解とレ→0の解が非常に異なる点が乱流で特徴的で

ある．これが起こるのは粘性がいくら小さくても，粘性

が支配的となる高波数領域ヘエネルギーを能率的に運ぶ

機構が存在するからであると考えられる．2次元乱流で

それに対応する現象は，レ→0の極限でのエンストロフ

ィーの散逸であるが，これについては後で触れることに

する．

　乱流の構造を考えるには波数空間での様子を調べると

便利がよい．簡単のため，乱流場は空間的に一様である

5



392 2次元乱流と地球流体

と考えて次の様に渦度スペクトル関数を定義する．

　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　ハ
　　　　9（即）一くω（卸）ω（脚）≧　　（4）

　　　　　　　　　　δ（為＋み’）

　　　ハここでω（為，オ）は渦度ω（X，！）のフーリエ変換で〈〉

はアンサンブル平均を意味する．δ（盈）はディラックの

デルタ関数であるが，9は普通の関数となる．さらに乱

流場が等方的と仮定できる時はエネルギースペクトル関

数が便利で次の様に定義される．

　　　　徽論剛　・

　一様等方な2次元乱流に対してBatchelor（1969）は

非常にわかり易い描豫を与えた．これは後に近似理論に

よっても同じ結果が与えられている（Tatsumi・Yanase，

1981）．彼のアイデアは非粘性エネルギー保存則と，

Kolmogorov相似則（Batchelor，1953）の2次元アナロ

ジーに基づくもので要約すると次の様になる．エネルギ

ースペクトルE（々，渉）は低波数と高波数で異なった相似

則を持つ．

　（1）低波数　た上0（1）

InE（k）

エネルギー

カースケード

　　　＼

　　エ
　　ネ

ぐ宰
　　あ

　　籍

k榊5／3

INJECTION
　、↓！

　　　　エンストロフイー
　　　　Nかスケード

k－3

E（々，渉）ニE3／2忽（E1／2紛

エンストロフイー
の散逸
　　　　⇒

（6）

ここで9は無次元関数，Eはエネルギーで時間によらず

一定．

　（皿）高波数　々；≧0（ジ1／2η1／6）

E（々，云）＝レ1／2η1／2左一2∫（々レ1／2η一1／6） （7）

ηはエンストロフィー散逸率（ηニー4θ／4∫）でレに依存

しないとする．∫は無次元関数である．レ1／2η一1／6は2次

元Kolmogorov長さ，（7）式は2次元Kolmogorov相似

則と呼ばれる．（7）式で与えられるエネルギースペクトル

が低波数で粘性によらなくなり，（6）式で与えられる相似

則へつながると仮定すると，9，∫は漸近的に

9（ε）㏄s－3s→・・

∫（3）㏄ε一1s→0

となる．この時，Aを定数として

ηニ2z4∫一3

となり，（1），（E）領域はべき法則

E（々，1）ニCη2／3々『3＝C（2A）2／3∫一2々一3

（8）

（9）

で結ばれる．この領域をエンストロフィー慣性小領域と

呼び，領域（皿）とする．ここでCは2次元Kolmogorov

6

　　　　　　　　　Ink

第1図　2つのカースケード．

定数と呼ばれる．この結果によればエネルギーは々～0

（云一1）の領域に含まれ，時間がたつにつれ波数ゼ・の近

傍に集中して行く逆カースケードの発生が示されてい

る．またエンストロフィーは単位時間当たりηの速さで

高波数領域へ運ばれ散逸される．従って，ηはエンスト

ロフィーカースケードの割合とも呼ばれる．

　これに対してKraichnan（1967）は波数空間での非線

形相互作用のダイナミックスを調べ，波数空間における

自己相似的な輸送を仮定して次の様な描像を示した（第

1図参照）．々＝島でエネルギー（エンストロフィー）を

注入すると，エネルギーは低波数方向へ々一5／3領域に沿

って流れ，エンスト・フィーは高波数領域へた一3法則に

従って流れる．エネルギースペクトルはたく勉では

E（々，渉）＝Cノ∈2／3々一5／3 ⑩

となる．これはエネルギー慣性小領域と呼ばれ，．∈はエ

ネルギー増加率またはエネルギーカースケードの割合

で，C’はこの場合のKolmogorov定数である．この領

域ではエンストロフィーの輸送が全く起こらないことが

示される．一方，々＞翫では（9）式で与えられ，エネルギ

ーの輸送はない．彼は々｝3スペクトルに関連して，この

領域では波数空間での非局所相互作用，つまり遠くへだ

たった波数成分間の相互作用が強いため対数関数の補正

が必要であると考え，後にTFMを使って具体的な形を

与えている（Kraichnan，1971）．この予想は，近似理論

による計算において非局所相互作用が大きく現れている

事実（Pouquet8」α」．，1975）などから考えて，たぶん正

しいと考えられるが対数補正そのものはまだ確認されて

いない．

　以上の2つの理論とは全く見方の異なる理論がSa仔

man（1971）によって与えられた．彼は渦度場がちょう

どバーガース乱流における速度場の様に‘つっ立ち’を

、天気”31．7．
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（Fornberg，1977）．

（b）　360　　　　（c）　3060

起こすと考え，

を得た．

E（々，∫）㏄ゑ一4

この時エンストロフィー散逸率ηは

　　2／3η㏄レ

ω

となりレ→0で有限にとどまらない．・これはある種の間

欠的な描傑であって今後も検討すべき内容を含んでい

る．

　以上の3つが現在までに2次元乱流に対して与えられ

た主な見方であり，各種の近似理論もこれ以外の大きな

特性は与えていないし数値実験や観測結果も特に否定的

な結果は与えていない．BatchelorとKraichnanの理論

はどちらもエンストロフィーの非粘性散逸を仮定してい

るのに対し，Saf㎞anの理論では非粘性散逸は起こらな

1984年7月．

い．CLOSUREを使った近似理論（次章で説明する〉

は，h－3スペクトルを与えているし，エンストロフィー

の非粘性散逸の可能性も示されている（Pouquet6」α」．，

1975；Tatsumi・Yanase，1981）．しかし，数値実験の結

果はた一4スペクトルを与えむしろSafhnanの描像を支

持している様に思われる（Fomberg，1977）．けれども数

値実験が確定的な結果を与えるまでには，まだ少し時間

がかかる様である．なおエンストロフィー慣性小領域で

のべきの指数に関して，SulemとFrisch（1975）が興

味深い議論を行っている．

　次に2次元乱流に対する数値実験の結果を紹介しよ

う．数値実験が盛んになったのはもちろん計算機の発達

の結果であるが，計算スキームの改良も大きな力となっ

た．初期にLilly（1971）によって行われた計算はAra一

7
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kawa（1966）の方法を用いた差分法であったが，Orszag

（1971）が合成積の効率的な計算法を発表してからはフr

一リエ空間で計算するスペクトル法が主流になった．こ

れらの方法に対する精度の検討がHerringら（1974）に

よってなされている．ここでは少し古くなったがFom－

berg（1977）によって行われた結果を引用する．彼は（1）

式でレ＝0と置いた式をスペクトル法で解き，ある一定

波数以上の成分は切り捨てることによって非常に粘性の

小さい流れに対応する計算を行った．これ以後，（1）式を

非常に小さなレを与えて解いた計算も行われているが，

定性的には変わらない様である．第2図の（a），（b），（c）

は，ある初期条件から出発して，それぞれ時間ステップ

数で0，360，3060の時の渦度場の様子である．中間の

360stepにおいて特徴的な事は，渦度勾配の大きな領域

が細長い形で発達していることである．これはエンスト

ロフィーのカースケードに対応していると思われるが，

空間的に間欠的な構造が見出されるとも考えられる．一

方終期3060stepでは渦度場はいくつかの大きなかたま

りに分かれてしまう．これは低波数へのエネルギーカー

スケードによって系の持つ最小波数ヘエネルギーが堆積

された状態をあらわしていると考えられる．なお最近の

スーパーコンピューターの普及によって近いうちにある

程度確定的な結果が得られると期待されている．

　一方，大気乱流の観測結果は勘3べき領域の存在を支

持するデータが多い（Wiin－Nielsen，1967；Debois，1975）・

この領域は水平スケールで1000km以上で幅広く存在

している．実際の大気乱流の2次元乱流的構造の解析が

今後の課題であろう．おな々『5／3領域についての観測結

果も与えられている（Gage，1979）．

　次に乱流拡散間題について触れてみる．元々乱流理論

は拡散現象の解明がその大きな動機の一つであり，拡散

間題，あるいは一般的に‘passive　scalar’の問題は常に

研究者によって取り扱われてきた．ここでは2粒子の相

対拡散について少し紹介する．先に述べた様に2次元等

方性乱流には2つの慣性小領域が存在するが，相対拡散

に対する効果もこれに対応して2つの領域を持ってい

る．粒子間の距離を7（オ）とするとエネルギー逆カース

ケード領域では3次元乱流と同様に（Obukhov，1941）

　　　　＜7（1）2＞～∈∠3　　　　　　『　⑫

となると考えられる．ところがエンストロフィーカース

ケード領域では非局所的相互作用，特に大きな渦による

シアー効果が強く

　　　　In〈〔7（∫）／プ（0）〕2〉～η1／3∫　　　　　C3

8

となることがLin（1972）により予想された．この理論

は観測と比較されている（More1・Larcheveque，1974）．

　最後にIntermittenCy（間欠性）について触れておく．

3次元乱流ではレイノルズ数が非常に大きくなると流れ

場は空間的にまだらな構造を持つ様になり，速度勾配が

非常に大きな値を取る特異領域がそれ以外のむしろ非回

転的で層流に近い流れの中に局在する様になると考えら

れている．これをフラクタル次元との関連から解明しよ

うとする研究が近年行われている（Frischθψα」・，1978）．

2次元乱流でのIntermittencyの効果は観測結果の不足

のため不明な点が多いが，理論的研究は盛んに行われ

ていて，エネルギー慣性小領域，エソストロフィー慣性

小領域に対する影響がそれぞれ調べられている（Krai－

chnan，1975；Monin・Yaglon，1975；数理科学1982－11

中の木田の記事）．しかし，2次元乱流が本当にInter。

mittentになっているのかという点や，Saf㎞an（1971）

のモデルとの対応など残された課題は多い．

　4。統計理論（CLOSUREを中心にして）

　乱流を支配する方程式は非線形であるから統計的な取

り扱いをするために，種々の統計量を決定するための閉

じた関係式を得るのは非常に困難である．もちろん前章

で紹介した様に，保存量や自己相似性の仮定に基づいて

有益な結果が得られているが一歩進んで定量的な研究を

行うためには，どうしても上述の間題を避けて通るわけ

にはいかない．ここではいわゆるCLOSUREと呼ばれ

る理論の中から代表的なものを紹介する．

　（1）式をフーリエ変換すると次の様になる．

　　ム　∂ω（為，∫）　　＾
　　　　　一＋レ為2ω（㌃，オ）
　　　∂！

一∬”嵩欝お（脚）緬臥渉）d〃・⑩

　　　ハ⑯式にω（擢，∫ノ）をかけて統計平均を取ると

（審r＋2動9（醐

一∬μ餐1磨P（“一鵬が）躍，⑯

となる． ただし

　　　　　　ム　　　　　　ム
9（雍，渉，が）＝＝＜ω（㌃，∫）ω（盈ノ，が）＞／δ（為十為ノ）

　　　　　　　　　ハ　　　　　　　ム　　　　　　　　　ム
　　　　　　　　＜ω（盈，オ）ω（膨，∫，）ω（盈ノノ，渉ノ’）＞
P（盈，溜，∫，が，渉ノノ）ニ

δ（施＋盈，＋為ノ，）

で，乱流場は一様と仮定した．また9（為，！）＝9（轟，渉，∫）

で，⑮式で〃→∫として，∂／∂∫を（1／2）∂／∂云で置き換える

、天気”31．7．
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　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　　　ノとρ（盈，∫）に対する式が得られる．⑯式にω（潅ノ，∫，）ω（轟ノ，，

∫ノノ）をかけて同様のことを行うと，Pに対する方程式

　　　　　　　　　　ハが得られるが右辺にはωの4次相関が入っていて閉じな

い．一般にn次相関の式には（n＋1）次相関が含まれ

いくら続けても閉じた式が得られない．これは非線形方

程式の確率的取り扱いには必ず現れる困難である．乱流

の場合に特に深刻な点は摂動的取り扱いを可能にする微

小パラメータが存在しない事で，そのためたとえ‘繰り

込み’的な手法を用いたとしても正当化に困難がつきま

とう．それでも何とか近似を行って統計量に対する閉じ

た方程式を作って解く方法はCLOSUREと呼ばれ現在

も理論的方法の中心となっている．

　最も簡単で物理的に無理のない仮定は，準正規分布の

仮定すなわち4次キュムラントをゼ・と置くことであ
　　　　　ハる．これをωの相関を使って具体的に書くと次の様にな

る．

＜ω（盈，渉）ω（雍ノ，のω（盈”，渉”）ω（盈ノ”，！ノノ’）＞

ニ＜ω（為，云）ω（超，の＞〈ω（雁ノ’，∫ノ，）ω（為’”，渉”ノ）＞

＋＜ω（潅，渉）ω（盈ノ’，渉ノノ）〉＜ω（轟ノ，めω（雁ノ”，渉ノノノ）＞

＋＜ω（左，渉）ω（盈，ノ，，渉ノノノ）〉〈ω（盈ノ，のω（轟’ノ，渉ノノ）〉　⑯

この仮定の下で9（左，云）に対する閉じた方程式が次の様

に得られる（QN理論）．

｛妾＋2叫9（栂）一丁（卸）

T（御）一∬4P∫ンs一妙齢吻＋σ一㌃

⑬

x〔α切9（．P，渉）9（σ，渉）一26んP99（9，！）ρ（為，！）〕㈹

ただし

α姻一IP×σ1・（弄一牽）2

ゐ姻一IP×σ1・（参一歩）（き一幸）

残念ながら第1章で述べた様に⑰の解は負エネルギース

ペクトルという結果（Ogura，1962）を生じ，qN理論

は乱流では不適当となったわけであるが後に現れた多

くの理論は陰に陽に準正規分布の仮定を含んでいる．

同様の困難はqNを3次元乱流に対して適用した時に

も現れる（Ogura，1963）．Orszag（1970）はごの原因

を，qNがそれ自身可逆的な形式を取っていて非可逆的

な要素を含まないからであると考えた．そして⑱式の

右辺の粘性項を，渦の統計的効果を取り入れたEddy－

damping項で置き換えることを提案した．

1984年7月
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　しかし負エネルギースペクトルの困難を避ける最も簡

単な方法は㈹式の右辺を次の様に変更することである．

T（㍑）一∬4Pθ姻（渉）

　　　P十α司ら

　×〔α綱ρ（P，∫）β（σ，∫）一2δ姻9（σ，∫）9（卸）〕㈲

　　　　　1－exp｛一レ（h2十力2十92）云｝
θ姻（云）一
　　　　　　　レ』（た2＋ρ2＋92）

2①

これはある種のマルコフ化を行ったと考えられるので

Markovianized　Q郵（MqN）（Orszag，1977）あるいは

修正キュムラント展開（Tatsumi，1980）と呼ばれてい

る．MqNは非常に簡単な理論であるが，2次元乱流の

性質をよく表すことが示されている（Tatsumi・Yanase・

1981）．

　一方，Eddy－damping項を取り入れた理論と考えられ

るものにEDqNMとTFMがある．どちらもマルコ

フ的な理論であり，θ蜘（云）は⑳式とは異なるが⑳，㈲式

は同じ形で用いる．従ってこれらの理論は，MqNを任

意パラメータを含むEddy－damping項を加えた形へ拡

張したものであるとも言える．最近精力的に研究を行っ

ているフランスグループの使うEDQ』NMではθんP9（云）

を次の様に与える（Pouquet8知」・，1975）．

θゆ9（1）ニ｛1－exp（一μ々P9オ）｝／μゐPσ

μ姻一レ（々2＋カ2＋92）＋92（μぬ＋μP＋μ9）

μ々一9・（1ン9（卿）1／2

⑳

ここで9は任意パラメータで乱流は等方と仮定した．一

方TFMではθ々P9（渉）は‘Test　neld’によって支配され

るもう一つの方程式によって決定される（Kraichnan，

1971）．

　以上のMqN，EpqNM，TFMはマルコフ的な理論
で過去の記憶の影響は除いてあるが，記憶を積極的に取

り入れた理論がKraichnanによって提案されている．

オイラー的表現で行うのがDIAで，ラグランジェ的表

現を取り入れたのがLHDIAである．DIAはダイヤグ

ラム展開を、使った繰り込み理論によってある程度の近

似の根拠を与えられている点で有名である（Martin8♂

α1．，1974）．その特徴は外力に対する場の応答を表すグ

リーン関数¢（瓦ちめを利用する点で，一様な2次元乱

流に対しては次の様になる．

｛妾＋・ゑ・｝9（醐一丁（耀）
㈲

9
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グリーン関数
を含む

DIA
￥

、

、

非マルコフ

QN

！

！ マルコフ

！

！

巨LHDIA ！

ノ

複雑な間題
へ適用可能

TFM

MQN

EDQNM

任意パラメータを含む

第3図CLOSUREダイヤグラム．

T（醐一∬4P〔音呵’・（凧3）

　　　P十9・ニ」ヒ

×9（画s）9（㈲4s一δ綱∫1θ（鍋s）

　　　　　　　　　　　う×9（鍋S）9（瓦S・め凋

｛妾＋叫・（襯）＋ll願（ちs）・（瓦の4s

　　　　　　　　　　　　　　　　ニδ（∫rヂ）

η々（ちs）＝∬嫉pgo（画s）ρ（glちs）

　　　P十σ＝」ヒ

¢⇒

㈲

¢ゆ

2勿式が⑱式と非常によく似た構造を持っている点に注意

していただきたい．これはDIAが準正規分布の仮定を

利用していることを反映している．実際

o（盈，1，め＝6『ツ差2（オ『ε’），9（盈，∫，め＝ε『ツ乏2（‘『〃）9（盈，∫）

と仮定するとqNが得られる．Orszag（1970）はこれ

らの事からDIAはqNを渦による統計的効果をつけ

加えて改良した理論になっていると考えた．・この様に

DIAは非常に魅力的な面もあるが，高レイノルズ数の

乱流に対しては2次元でも3次元でもよい結果を与えな

いことがわかっている（Orszag，1977）．それは低波数

領域のシアー的な効果が慣性小領域でも強過ぎるから

で，DIAがガリレイ不変な形をしていない事実と対応

している．これを回避するためにLHDIAが提案され

た．数値実験の結果LHDIAはよい性質を持っている

様に思われる（Herring8’α」．，1979，1982）が，非常に

複雑で実際的な取り扱いはあまりにも困難である．

　以上述べた理論の関係をダイヤグラム的に表現したの

10

が第3図である．実線は強い関係を表し，矢印は適当な

意味での拡張になっていることを示す．破線は弱い関係

で，発想の共通性などを示す．これらの理論と数値実験

との比較がHerringらによって行われている（Herring

・’α」・，1974，1979，1982）が，諸理論の商の優劣がはっ

きりと決まるというほどの明確な結果は与えていない様

に思われる．なお，ここで挙げた理論以外にもいろいろ

なCLOSUREが考えられているが，それらについては

前出のレビューなどを参照していただきたい．

　CLOSURE以外の代表的な方法として，Wiener－

Hermite展開が挙げられる．これはガウス型確率変数で

乱流場を展開するもので興味深い方法であるが，2次元

乱流への適用は今後の課題である（今村，1976）．

　最近の研究の傾向を見ると，CLOSURE理論の基礎的

な改良を目ざしたものもある（Kaneda，1981）が，全般

的な関心はむしろ今までに得られた理論を非一様な乱流

場に対して拡張して行こうとする方向にある様である．

今後その方面の結果が多く現れると思われる．一方，

CLOSUREに対する限界も考えられ始めている．たと

えぽ，Intermittencyを表現できる様な乱流モデルの開

発が期待されている．渦系モデルはそれになるかも知れ

ないが，それについては後の章で言及する．

　5・地球流体への適用

　地球流体の大スケールの運動は2次元乱流としてとら

えることが可能であるが，渦度の従う式は疹ずしも（1）で

与えられるわけではない．運動は2次元的であるとして

も，さまざまな効果，たとえばベータ効果，成層効果，

地形の効果などが重要である．これらは主として大きな

スケールで働くため2次元乱流に対しては第2章で述べ

た領域（1）でのエネルギースペクトルに対して大きな

影響を持つと考えられている．しかし，2次元乱流にお

ける非線形相互作用の非局所性を考えれば，領域（皿），

（丑）に対してもかなりめ影響を及ぽすと考えられるが

それはこれからの研究課題である．

　5．1・ベータ効果

　多くの効果の中で特に注目されるのはベータ効果であ

る．これを含めると（1）は次の様に変形される．

∂ω　∂（ω，ψ）　　　∂ψ
一＋　　　　　　＝レ∠φ一β
∂∫　　∂（∬，ツ）　　　　　　∂劣

㈲

ただしコリオリカの変化は夕方向と仮定し，ベータ面近

似を行っている．ズ方向を帯状方向と呼ぶ．㈲は（1）と比

べて，エネルギー，エンストロフィーの保存則は変化し

、天気”3L7。
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　Williams（1978）は，このモデルを木星大気の縞模様

の説明に利用した．彼は球面上でコリオリカの変化を考

慮した2次元流体方程式を解いて，縞模様を見事に再現

した．

　5．2．成層効果’

　成層流体中の乱流は準地衡風平衡近似の方程式をもと

にして取り扱われることが多い．この問題に対して最初

に興味深い議論を行ったのはChamey（1971）である．

彼は適当な仮定の下に成層流中の乱流が2次元乱流と類

似の性質を持つことを示した．成層流体は最も簡単な近

似として，鉛直方向の変化を2層の流体層で近似した次

の方程式系で表される．

〃
z

／

ky
／　　，

　〆／

／
■／ 〃

kx

ノ／：

　　

η

kβ

ky

kx

一kβ

第5図渦度スペクトルの変化．

ない．つまリベータ効果はエネルギー，エンストロフィ

ーの波数空間での輸送に対して影響を及ぽす（ベータ効

果はコリオリ項に入っているから当然エネルギーヘの寄

与はない）．この方程式を最初によく調べたのはRhines

（1975）である．彼は鱒式の数値積分を行って，2次元

乱流がロスビー波の集合とみなされる波動的な状態を

経て，帯状流へ変化しで行くことを示した（第4図）．

その幅は彼の理論によればUを系の代表速度とすると

（2U／β）1／2となる．この様子を渦度スペクトル、9（盈，！）

を使って説明しよ・う．もし乱流が初期に等方的であった

とすると，9がある一定値より大きな領域（エネルギーが

含まれる領域）は，最初原点を取りまく環状領域であ

る．時間がたつにつれ島方向には狭くなり向軸上の

㌃＝（0，土々β），如＝（β／2U）1／2を中心とした領域に移って

行くと考えることができる（第5図）．如の値は最も簡

単には，㈲式で非線形項とベータ項の釣り合いから与え

られる．同じ問題を，HollowayとHendershott（1977）

はTFMを使って調べた．彼らの結果はエネルギー逆カ

ースケードが，非線形相互作用が・スビー波の三波相互

作用が効果的になる領域で，抑制されることを示してい

る．これに従い乱流場が非等方化されて行くことも示さ

れている．

1984年7月

∂9ゴ　　∂（（1ε，ψi）

　　十　　　　　　二〇
∂！　　∂（π，ツ）

《7iニー∠吻一F（ψゴーψ憾）＋βツ

i＝1，2　プニ3－i

㈲

g∫，ψεはそれぞれぎ層のポテンシャル渦度と流れ関数で，

．Fは2層間の内部フルード数である．（2F）一1／2は内部・

スビー変形半径と呼ばれる．方程式系㈲を用いてRhines

やSalm・nらは主として傾圧不安定の問題を取り扱った

（Salmon，1978；Rhines，1979）．．傾圧不安定の間題は

Chamey（1947）やEady（1949）以来層流の不安定問

題として取り扱われてきたが，彼らはそれに2次元乱流

的な非線形相互作用を取り入れたのである．彼らの結果

によれば傾圧的な状態から順圧的な状態への変化が主に

内部・スビー変形半径程度のスケールで起こり，一時的

にエネルギーカースケードの向きが普通の2次元とは逆

に高波数へ向かう場合があることが示されている．

　以上紹介した2つの例以外にも地形の影響や，平均流

生成の問題が研究されていることを追加し七おく．

　6・2次元乱流のモデルとまとめ

　2次元乱流のモデルとしてOnsager（1949）以来古く

から海糸の集合が考えられていて今日も活発に研究が行

われている．特にArefら（1982〉によって小数渦糸系

でのカオスが調べられてから一層関心が高まっている．

けれども，いったい渦糸系が2次元乱流の近似になって

いるかどうかという点については現在でもよくわかって

いない点が多い．2次元渦糸系はハ。ミルトニアンを持ち

（今井，1973），その平衡状態に関する統計的性質はよく

調べられている．平衡状態としては同符号の渦糸同志が

集まった，統計力学的に言えば負温度の状態が得られて

いてこれはエネルギー逆カースケードの結果を表現して

11
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いると考えられる（Kraichnan，1975；Kida，1975；

Lundgren・Pointin，1977）．しかし，渦糸の集合で2次

元乱流を表そうとする時，いくらかの困難が存在する．

まず第1に渦糸が表すのは非粘性流れであるが，NS方

程式に従う流れは粘性があり，それが非常に小さいとし

ても渦糸系が有限粘性からの極限的状態を表現している

という証明はまだ得られていない．第2番目は渦度分布

の問題で，連続渦度場をパルス的な渦度場でどれほどよ

く近似できるのかという点と，境界から流れ場に注入さ

れる渦度の大きさに関するあいまいさである．しかしこ

れらの間題点にもかかわらず，多くの研究者によって行

われているシアー流の渦糸近似はたいへん興味深い結果

を与えていて（例えばAref・Siggia，1981），今後の発

展が望まれる．

　渦糸モデルの拡張としていくつかの興味深いモデルが

存在する．まずその一つは，有限の渦度のひろがりを持

った渦領域間の相互作用を調べるもので（Saf㎞an・

Schatzman，1981；Kida，1982），渦糸モデルの自然な拡

張である．まだ乱流状態は取り扱われていないがSa岱

man（1971）のモデルとの比較も含めて今後が楽しみで

ある．一方，渦糸モデルのままで地球流体に特有な効果

を取り入れたモデルが存在する．一つは，・スビー半径

の効果を取り入れたものでMorikawa（1960）により行

われた．このモデルでは渦糸のもつ流れ関数はゼロ次

の変形ベッセル関数で表される．もう一つはベータ効

果を取り入れようとするもので，河野と山形（1977），

Zabuskyら（1982）によって考えられている．これはベ

ータ面上を渦糸が動く時，渦糸の強さが緯度によって変

化する様にしたモデルである．これらの変形された渦糸

モデルがどれほど有効であるかは今後の研究に待つ所が

大きい．

　最後に言うまでもないことであるが，現実の乱流モデ

ルとして考えた時2次元乱流は，非等方3次元乱流の一

つの極端な近似である．従って特に高波数領域では次元

効果が決して無視できないわけで，非線形相互作用でも

3次元的効果が重要になる．サブグリッドスケールの間

題では3次元的な渦粘性をどうやって取り入れるかは非

常に重要である．この問題と，非一様な系での2次元乱

流に対して強力な方法が考案されれば，地球流体力学も

大きく進歩すると思われる．

あとがき
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