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　1．はじめに

　1991年秋に，MIT名誉教授エドワード・ロレソツ氏が

第7回京都賞（基礎科学部門）を受賞した．気象学の発

展に対する長年の貢献に加えて，熱対流の簡単な数値モ

デルでrカオス」を発見した功績に対して贈られたもの

である．組織委員の佐藤文隆京大教授は，受賞記念ワー

クショップ（津田（1992）の報告を参照）の挨拶でrカ

オスの認識はニュートソ以来の決定論的自然観に変更を

迫る革新的な自然観を我々に提示するに至った」と述べ

ている．また，熱心なカオス支持者は，カオスが相対論や

量子論とならぶ20世紀科学の大発見であるとまで言って

いる．ロレンツがカオスを発見した経緯は，Gleick（1987）

や戸田（1991）の啓蒙書に詳しく述べられている．内輪

ネタをひとつ書くと，この時のプログラマーが，のちに

ジョン・ギリー博士（NCAR）の夫人となるエレソであ

る．

　カオスとは混沌とした秩序のない状態を意味する言葉

＊Chaos　and　numerical　weather　prediction

　－Finite－time：Lyapunov　stability　and　atmos－

　pheric　predictability一

＊1Yoden　Shigeo，京都大学理学部．

＊2Kimoto　Masahide，気象研究所気候研究部．

＊3Mukougawa　Hitoshi，気象大学校．

＊4Nomura　Masako，神戸製鋼所．

1992年10月

であるが，Lorenz（1963）はこれをr決定論に従うが不

規則な状態（流れ）」と表現した．ある変動状態がカオ

スであるかどうかを判別し不規則の程度を調べる手段

として，リアプノフ安定性解析がある（例えば，佐野

1987）．ある系における状態の時間変化を考えて，その

初期時刻にわずかに異なった2つの状態が時間発展とと

もにそれらの差を増大させるとぎ，この振舞いをカオス

と呼び，指数的増大率をリアプノフ指数と呼ぶ．このよ

うなr初期値に対する鋭敏な依存性」がカオスを特徴づ

ける重要な性質の一つである．

　ロレソツの研究以来，特にここ10年余り，気象学の分

野でもカオスの概念がさまざまな間題で使われるように

なってきた（例えぽ，Ghi1，Benzi　and　Parisi1985）．

大気の予測可能性の間題もその一つである．

　Llorenz（1963）は数値予報モデルにおけるr鋭敏な初

期値依存性」の考察より，たとえ完壁な予報モデルがで

きたとしても観測にともなう初期値誤差は避けられない

ので，数値予報には限界がある（つまり，有限時間後に

は予報が不可能になる）と結論した．さらに，Lorenz

（1965）はランダムで微小な初期値誤差の線形時間発展

を定式化し，簡単な大気モデルを用いて誤差成長の変動

に関する数値実験を行った．その大枠は今目の局所的リ

アプノフ安定性解析にあたるものであり，官レソツの先

駆性を示すものである．しかし，1960年代は数値予報モ
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デルの揺藍期であり，まずは，ちゃんとしたモデルを作

ることがその頃の最重要課題であった．当時のモデルは

不完全なもので系統的誤差が大きく，ロレンツが指摘し

た初期値誤差の拡大などは実際的な問題ではなかったと

言えよう．

　近年，数値予報モデルの改良が進み，数日程度の予報

は十分信頼できるようになってきた．気象庁において

も，1988年3月より毎日，全球モデルを用いた8日間予

報が行われている．ところが，予報期間を延ばすと予報

誤差が格段に増大し，その日々の変動も顕著となる．1

週間程度の中期予報では，予報誤差の見積りが予報自体

と同様に重要であることがわかってきた．すなわち，旨

レソツが20年以上前に言ったことをもう一度考え直して

みる必要性が出てきたわけである．これまで，我々は，

簡単な概念モデルから実際の予報モデルまでのいくつか

の階層の数値モデルを用いて，予報誤差成長の変動に関

する研究を発展させてきた（木本1988；向川1989；余田

1989；野村・余田1990；余田・野村・・木本・向川1990；

Mukollgawa，Kimoto　and　Yoden1991；向フll・木本・

余田1991；野村1991；Kimoto，Mukougawa　and　Yoden

lgg2；Yoden　and　Nomura1992；木本1992；余田

1992）．この解説ではこれらの研究論文・報告のまとめ

を行う．2節では実際の中期予報における予報誤差の変

動を紹介し，3節では誤差成長の理論一局所的リアプノ

フ安定性理論一について概説する．さらに，4節では順圧

大気モデルを用いて局所的リアプノフ安定性解析の実例

を示し，5節でこの理論の数値予報への応用を議論する．
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　2．予報誤差の変動

　ここでは，予報値と解析値の差を予報誤差としよう．

このように定義した誤差には，予報モデルが不完全であ

ることに起因する誤差とロレンツの言う初期値誤差の拡

大にともなうものとが含まれている．しかし，大気の真

の状態（観測誤差を含まない状態）を知ることができな

いので，両者を分離することは原理的に不可能である．

　第1図は気象庁全球スペクトルモデルにおける1988年

12月1日から90日間の予報誤差の変動を示したものであ

る（Kimoto6」磁1992）．ここでは，予報誤差の指標と

して北緯20度以北での500mb等圧面高度のR，ootMean

Square（RMS）誤差を用いる．R．MS誤差とは，各格子点

での誤差の二乗を領域平均してその平方根をとったもの

である．予報誤差は予報期間が延びるに従って増大する

が，その変動の大きさも大きくなる．．例えば7日予報の
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気象庁全球スペクトルモデルにおける1988

年12月1目から90目間の予報誤差の変動．

3日，5目および7日予報についての北半

球（20。N以北）500mb等圧面高度場の
RMS誤差．太線は5日移動平均．点線は
気候的標準偏差値．

誤差を見ると，日々の変動も大きいが1週間以上のゆっ

くりした変動が顕著で，変動幅は平均値の30％以上の大

きさとなっている．また，日々の変動を詳細に見ると，

7日予報のほうが5日予報よりも誤差が小さい場合があ

り，予報期間が長い方が予報誤差が大きいとは一概にい

えない．この領域における500mb等圧面高度の標準偏

差を90日で平均すると115mであるので，ちょうど，7

日予報の誤差がこのr気候的標準偏差値」あたりで変動

していることになる．RMS誤差が気候的標準偏差値を

越えると予報価値はないので，この予報誤差を前もって

予測できれば中期予報の情報価値を高めることになる．

例えば，r今日の7日予報は予報誤差の予測値が小さい

ので，自信を持って出す（結構当たる）予報です．」と

いうような予報ができるようになるだろう．

　第1図で顕著な中期（7日）予報のゆっくりした誤差

変動が何によってもたらされているか原因を探ってみよ

う．気象庁，ヨーロッパ中期予報セソター（ECMWF）

および米国気象セソター（NMC）の三機関で上記期間

に行われた7日予報の誤差変動（5日移動平均したもの）

を第2図に示す．1週間以上のゆっくりした変動は三機

関の結果とも類似している．特に12月末から1月中旬に

かけての小さな値や1月末から2月初めの大きな値など

良く一致している．各モデルは独立に開発されたもので

あるので，このような変動にはモデルにともなう系統的

な誤差の変動よりも，大気運動の「リアプノフ不安定

性」に起因する誤差成長の変動が大きく寄与していると

、天気”39．10．
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北半球（20。N以北）500mb等圧面高度

場のRMS誤差．太線は気象庁，点線は
ECMWF，細線はNMCの予報モデルの
結果．
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考えられる．つまり，大気循環場の変動に伴って初期値

誤差の成長率が変動したことが示唆される．このような

循環場変動に伴う誤差成長変動の可能性は，近年になっ

て指摘され始めたばかりである．Legras　and　Ghi1（1985）

は，簡単な大気モデルを用いて大気循環の状態（例え

ば，中緯度ジェットの蛇行型と直流型）によって誤差成

長率（リアプノフ指数）が異なることを示した．また，

Palmer（1988）は実際の予報結果の解析をもとに予報誤

差が太平洋／北米域の長期変動（PNAモード）と密に

関連していることを示した．

　この期間の大気循環場を見ると，12月末から1月中旬

にかけては中緯度ジェットは直流型で，誤差が大きくな

った1月末から2月初めにかけて蛇行（ブロッキソグ）

型に遷移していることがわかる．第3図（a）は1989年

2月3日の500mb等圧面高度場の解析図で，アラスカ

付近に典型的なブ官ヅキソグ高気圧が発達していること

を示している．この日に対する予報例を（b）と（c）に

示す．（b）は1月26日を初期値とした8日予報であり，

（c）は27日を初期値とした7日予報である．明らかに

（b）の方が成績の良い予報でブロッキソグ高気圧の出現

を予報できている．（c）は初期値が一日違うだけである

が，予報結果に大きな違いをもたらしている．予報期間

が1日短い（c）の方が大きい予報誤差を出していること

に注意すべきである．（b）と（c）の差は，このモデル

内で初期値の差（（b）の1日予報値と（c）の初期値の

差）が拡大したものである．これらは，カオスの特徴と

して挙げたr初期値に対する鋭敏な依存性」を示す具体

1992年10月
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第3図（a）1989年2月3日12GMTの500mb等
圧面高度場解析図，（b）1月26日12GMT

を初期値とする8日予報，（c）1月27目12

GMTを初期値とする7日予報．

例と言えよう．

　ここで示したのはある冬の一例である．当時は毎日の

8日予報が始まったばかりで，事例解析をやるのが精い

っばいであった．それ以来，毎日の業務として中期予報

が出されその結果が蓄積されているので，より長い期間

のデータ解析により循環場と誤差成長の関連の統計的有

意性を示すことが可能になりつつある（例えば，Molteni

5
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第4図　非線形力学系における初期値誤差の成長を
　　　　示す概念図．Ho伍nan　and　Kalnay（1983）

　　　　をもとに作図した．

and　Tibaldi1990）．このような研究は，延長予報の可

能性を追求する上で大変重要な解析の一つとなるであろ

う．

　3・局所的リアプノフ安定性理論

　この節では非線形力学系の理論で導入された局所的リ

アプノフ安定性の概念を紹介し，次節で簡単な大気モデ

ルを用いてその解析方法を例示する．モデルは完全であ

る（系統的誤差がない）と仮定し，初期値誤差を真の解

に加えられた小さな摂動であるとして，その線形的成長

だけを考える．

　3・1非線形力学系における基準解と摂動

　％次元の非線形力学系（連立常微分方程式系）を考え

る：

　4万灘（！）ニF［澱（！）］・　　　　　　　　（1）

この解κ（渉）＝（筋（云），¢2（！），…，蹴（！））Tを基準解と呼ぶ

ことにする（第4図）．ある初期時刻渉＝∫。において，

基準解x（∫。）に微小な摂動〃（渉。）を与えると，その時間

発展は（1）を局所的に線型化した方程式で記述できる：

　4　一〃（云）＝」（x（渉））〃（云）．　　　　　　（2）
　4云
ここで，J（x（渉））はFのx（渉）におけるヤコビアソ行

列（ハゴ＝∂瓦／∂紛）である．（2）をちからち＋τまで

積分して〃（云o＋τ）を求めると，次のようになる：

　〃（ち十τ）＝M（灘（云o），τ）〃（！o），　　　　　　　（3）

行列M（鴬（∫o），τ）は〃（∫o）から〃（∫。＋τ）への写像で

あり，∫oく∫く∫。＋τの間の基準解x（！）に依存する．

エ（云）は潔（渉。）を定めれば一意に定まるので，Mは初期

6

値蓄（云。）と評価時間τに依存することになる．ここで

は，Lorenz（1965）に従ってMを誤差行列と呼ぶ．

　この摂動がラソダムで等方的であるとし，分散〆の

ガウス分布を仮定すると，初期摂動の確率密度関教嫉次

で与えられる：

カ（駒一伽）一（翫沐即／一藷媚｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4）

　　　　　　　　　　　　　　の相空間内での等確率密度面は，Σ鱗2ニε2ニc・nst・とい
　　　　　　　　　　　　　　乞＝1

う半径εのn次元球となる．野村（1991）やYoden　and

Nomura（1992）では，非等方なラソダム誤差や系統的

初期誤差を含む一般的な場合について議論しているが，

ここでは，最も簡単化した「等方的ラソダム初期誤差」

のみを考える．

　力学系（1）をある数値予報モデルとするならば，

エ（渉）が予報変数（各格子点値または各スペクトル係数値）

となり，nが106オーダーの巨大な力学系となる．x（∫〉

が真の状態で，〃（孟）が初期値に含まれる小さな誤差の

時間発展を表すこととなる．

　3．2　線形安定性とリアプノフ安定性

　定常解菊（F匡］ニ0）の線形安定性は，J（定常解なの

で時間とともに一定）の固有値・固有ベクトルを求める

ことにより調べられる．Jは普通の実行列であるので，

その固有値は一般に複素数であり，固有ベクトルは一般

に直交していない．少なくとも1つの固有値が正の実部

をもつとき，摂動は指数的に増大するので，定常解菊は

不安定である．

　つぎに，アトラクタ上の時間的に変化する基準解X（の

のリアプノフ安定性を考える．アトラクタとは，r散逸

力学系で解軌道が渉無限大で落ち込む集合の閉包」のこ

とである．アトラクタには，時間変化しない不動点や周

期変化するリミットサイクルのほかにも，ロレソツの発

見したカオスをはじめとするストレンジアトラクタがあ

る．Oseledec（1968）は，あるアトラクタ上の任意の初

期値澱（渉。）に対して，次の極限を持つ正規直交系f乞（云o〉

が存在することを示した：

　　　　　1
λ融濫1・g！1M（κ（渉・）・τ）傭（！・））il・　（5）

この極限λ乞（1くづくn）をリアプノフ指数，ゐをリアプ

ノフベクトルと呼ぶ．リアプノフ指数は初期値x（オ。）に

依存せず，無限期間（τ→・・）で評価したアトラクタの

大域的な性質を表す．式（5）は，解軌道の近傍で轟方

向にわずかに離れた2点間の距離が基本的に6湿で時

、天気”39．10．
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間変化することを表している．r少なくとも一つのリア

プノフ指数が正」である場合には2点間の距離が時間と

ともに指数的に増大しうるので，これをカオスの定義と

する．つまり，痘＞0がr初期値に対する鋭敏な依存性」

を示す場合である．このリアプノフ指数スペクトル｛紛

をもとにアトラクタを分類することが可能である．指数

の定義（5）より，リアプノフ安定性解析が線型安定性

解析を時間依存する系に一般化したものではないことは

明らかである．

　3・3　局所的リアプノフ安定性

　評価時間τが有限として，リアプノフ指数と同様の量

を考えることができる（Goldhirsch，Sulem　and　Orszag

1987）．まず，半正値対称行列MTMの固有値を大きい

順に並べたときのi番目を62入乞（む（∫・）・ア）ア，それに対応す

る正規化された固有ベクトル（対称行列だから直交系を

なす）をf歪（む（云o），τ）とする：

　MT（謬（∫o），τ）M（x（渉o），τ）fづ（x（渉o），τ）

　　＝62λ乞（潟（∫・）・7）鳩（x（！。），τ）．　　　　　（6）

両辺に左からf歪（X（！0），τ）Tをかけて，1隣（エ（∫0），τ）”

＝1を使うと，最終的に次を得る：

　　　　　　　　1　2乞（τ（渉・）・τ）一下1・gIIM（蓄（渉・）・τ）f乞（x（！・）・τ）II

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

ここで，τ→・・の極限をとれぽ（5）に一致するので，

λK謬（渉o），τ）を局所的リアプノフ指数，fづ（謬（云o），τ）を

局所的リアプノフベクトルと呼ぶ．ゐが訳∫。）のみに

依存するならばr局所」という用語がふさわしいが，こ

の場合はτにも依存しているのでr有限評価期間リアプ

ノフ指数」とでも呼んだほうが誤解を与えにくいであろ

う．しかし，冗長となるので，ここではあえてr局所的

リアプノフ指数」と呼ぶことにする．痘＞0であれば，ゐ

方向に離れた摂動は評価時間τに対して指数的に増大す

る．リアプノフ指数がアトラクタ全体の大域的な指標で

あるのに対して，局所的リアプノフ指数は初期値灘（云o）

と評価時間τに依存することに注意すべきである．

　これらの量は，：Lorenz（1965）の考えた等方的ランダ

ム初期誤差の時間発展と直接関連する．時刻ちにおい

て基準解灘（1。）の近傍で等方的にラソダムに分布した，

大きさεの摂動（初期値誤差）は，〃T（渉・）〃（渉o）＝ε2と

表されるが，（3）式より時刻ち＋τでは

　〃T（！o十τ）［M（潟（！o），τ）MT（凋（渉o），τ）］一1〃（！o十τ）

　　ニε2，　　　　　　　　　　　　　　　　（8）

となり，％次元球が勉次元楕円体に変形される．半正値

対称行列MMTの固有値を大きい順に並べたときのづ番

Z
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第5図　・レンツァトラクタ上での局所的誤差成長
　　　　率（・レンツインデックス）．パラメータ

　　　　は標準値（σニ10，6＝8／3，r＝28）．

目を乃（灘（！。），τ），対応する正規化された固有ベクトル

（直交系をなす）をζi（灘（云。），τ）とすると，楕円体の主

軸長はεr‘1／2，主軸方向はるである．これらは局所的

リアプノフ指数およびベクトルと次の関係にあることが

示される（野村1991）：

　ハ（τ（！。），τ）＝62λ乞（劣（’・）・ア）f，　　　　　（9）

　8入乞（二（云①）・τ）τる（x（∫o），τ）＝M（潔（云o），τ）

　　ゐ（灘（渉。），τ）．　　　　　　　　　（10）

すなわち，局所的リアプノフベクトルf乞（訳オo），τ）は評

価時間τ後に誤差楕円体の主軸方向ζK澤（∫o），τ）を向く

ベクトルで，等方的ランダム初期誤差の適当な正規直交

基底であることがわかる（第4図）．

　時刻ち＋τにおける摂動の大きさのアンサソブル平均

は楕円体の主軸長のRMSで与えられる．Lorenz（1965）

は，局所的誤差成長率の指標としてこのアソサソブル平

均した摂動の増幅率を用いた：

α（τ（胴一》癖（x（胴・　（・・）

ここでは，α（x（渉o），τ）をロレンツインデックスと呼び，

等方的ラソダム誤差の成長の指標とする．

　3．4簡単な系でのイラストレーション

　これまでに導入してきた概念を具体例を用いてイラス

トしてみよう．線形の力学系ではJが一定であるので，

摂動の時間発展は初期値に依らない．それが初期値に依

存して変動するのは非線形な力学系である．第5図は，

1992年10月 7
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第6図　・レンツシステムにおける問衆的カオス解
　　　　（σ＝10，6－8／3，7＝166．2）．

×n十1

66

65

，も

」

，’

．レ’

ノ／

　　　　　　　　　　ノ，
　　　　　　　　．∠↓／
　　　　　　－／．1／／

　　64叶乙ナ　　　　　　l
　　　H／　　　　　　　　　　↑
　　　　　／／

　　　　／
　　63　■1
　　　65　　　　64　　　　65　　　　66’

　　　　　　　　　　　　　×n

第7図　間欠的カオス解の1次元ポアソカレ写像
　　　　（小さい点）．詳細は本文参照．破線は2次

　　　　曲線で近似した写像であり，一細実線は軌道

　　　　の例．

簡単な3次元の非線形系であるロレンツアトラクタ上で

ロレンツイソデックスを求めた1例である（Mukou－

gawaI6」α1．1991）．ここで与えた評価時間τ＝0．1に対

して，RMS誤差はアトラクタ上での位置に依存して増

大（α＞1）したり減少（α＜1）したりしている．この誤

差成長率の大きさが何によって決まっているか，基準解

X（∫）の何と関連しているか，大変興味ある間題である

が，簡単なロレンツアトラクタにおいてでさえ良く判っ

ていない．

　ただし，同じ系の間欠的カオス解においては，誤差成

長が基準解のr準定常状態」（Mukougawa1988）と直

接関係することがわかった．ある間欠的カオス解での各

変数（Xl兄Z）の時系列を第6図に示す．ほぼ周期的

な状態の間に乱れた状態が間欠的・非周期的に現れてい

る．この間欠的カオス解の出現は，1次元ポアンカレ写

像（第7図）をもとに理解できる（Pomeau　and　Man－

neville1980）．ここで，ポアンカレ写像とは，第5図の

ような相空間内で軌道と交差するひとつの断面（ポアン

カレ断面）を考えた時の，π番目の交点からπ＋1番目

の交点への写隊のことである（この3・4節ではπは交差

した回数を表す）．具体的には，第7図においては，ポ

アソカレ断面を．Zニ120にとり，この面と交差する軌道

の座標（Xπ，玲）より，次の1次元写像を考えた：

　翫＋1ニ∫（蹴），　z％＝ぺ／Xη2十y冤2．　　　　　　（12）・

第7図の小さな点はこの写像を表し，それらは破線で示

8

す2次曲線で充分よく近似できることがわかる．さら

に，この曲線は物＋1＝叛との間に狭いチャネノヒを形成

していることも見てとれる．従って，軌道がこのチャネ

ルを通過するには畢い時間が必要となり，この期間の振

舞いが第6図のほぽ周期的な状態として表れている．

　一方，以上のことは，多次元力学系においてカオス運

動で生じる準定常状態のアナロジーとして捉客ることが

できる．一・般に準定常状態は，基準解が相空間内におい

で非定常極小点の近傍を通過する際に生ずることが示さ

れている（Mukougawa1988）．ここで，非定常極小点

と峠臼ぬ（云）／4甜二Il　F［x（渉）Hが相空間内で極小とな

る点である．つまり，1次元写像においては，非定常極

小点は口蹴＋r矧が極小となる点翫」として定義す

ることができる．第7図では，非定常極小点は2次曲線

の写像が蹴＋1＝翫と最も接近する蹴望64・4となる．

第6図のほぼ周期的な状態は，軌道が1次元ポアンカレ

写像における非定常極小点を通過する際に生じているの

で，これを準定常状態として解釈することができる．

　この間欠的カオス解における局所的誤差成長（ロレソ

ツインデックス）の変動を第8図の実線で示す．評価時

間τを％番目の交差から解＋1番目の交差までの時間と

して求めたもので，横軸はポアンカレ断面との交差回数

nである．破線は周期性の指標＠η＋1一∬川で，『この値が

小さい時に解はほぽ周期的な状態となる．この図より，

誤差成長はほぼ周期的な状態に入る直前に極小となり，

、天気”39．10．
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第8図　ポァンカレ断面を交差する時間毎め・レン

　　　　ツインデックス（実線）と周期性の指標
　　　　1翫＋1一翫1（破線）の時間変化．横軸はポ

　　　　アンカレ断面との交差回数π．

徐々に増加した後，乱れた状態に入る直前に極大となる

ことがわかる．このことは，1次元ポアンカレ写像を用

いれば容易に理解できる．すなわち，軌道が非定常極小

点に近づく時，＠π＋1一蹴1は次第に小さくなるので，

摂動は減少し（4メ（蹴）／4蹴く1），ロレンツインデック

スも小さな値になる．一方，遠ざかる時は逆に摂動が増

加するので，ロレ￥ツイ》デックス協大き欺値になる．

　，このような誤差成長と基準解との関係の1次元的イメ

ージが，より複雑な力学系でも有効かどうかはまだ明ら

かでない．多次元の力学系で，さらに最終的には現業の

数値予報モデルで，誤差成長率の大きさと基準解（つま

り，大気の循環場）との関係を明らかにするのが，これ

からの目標である．

　4．順圧大気モデルにおける局所的リアプノ7解析

4。1順圧スペクトルモデル

　中緯度β平面上での2次元非発散流は次の無次元化さ

れた渦度方程式で記述できる：

畜7・ψ＋∫（吻7・ψ）＋β1望一α　　（・3）

ここで，ψ（∬，g，オ）は流線関数，（∬，g）は東向きおよび

北向きの座標，∫は時刻，72は水平ラプラシアン，∫（α，

6）はヤコビアン，βは無次元ベータ・バラメータであ

る．境界条件としては，劣方向には2πで周期的とし∋．

g方向にはg＝0とg＝πに剛体壁があるとする．，こ

の境界条件を満たす適切な直交関数系で従属変数ψを

1992年10月

展開し，（13）に代入して直交性を使うと，最終的に次

のスペクトル表現を得る（瓦の具体的表式はYoden

（1985）を参照）：

讐一瓦（ψbψ　・う・ず一璃…・M×（2N＋・）・（・4）

ここで，ψ雄）は展開係数であり，Mと1Vは，gおよぴ

∬方向の切断波数である．

　〃’ニN＝8で切断すると，（14）は136変数の非線形

常微分方程式系となる．差分モデルでも同様に考えるこ

とができる．領域を1×∫の格子点でおおうならば，

1x∫変数の非線形常微分方程式系となる．この方程式

系（14）を力学系（1）と考えて，局所的リアプノフ安

定性解析を行う．局所的線形方程式（β）は（14）を直

接微分して求める．まず，基準解を時間積分で求め，同

時に，136個の直交基底をそれぞれ初期値として局所的

線形方程式を136回時間積分して，誤差行列Mを計算

する．次に，MTM，およびMMTの固有値・固有ベク

トルを求め，局所的なリアプノフ安定性を調べる．

　4．2　局所的リアプノフ解析の実例

　Yoden　and　Nomura（1992）では，基準解として定

常解，周期解，およびカオス解を考え，それぞれについ

て詳細な解析を行った．とくに，局所的リアプノフ指数

の評価時間τ依存性と局所的リアプノフベクトルに含ま

れる情報内容について，また，これらと基準解との関連

について調べた．渦度方程式（13）は保存系であるの

で，得られたカオス解は強制一散逸系のカオスと異なる

性質を持っている．しかし，この研究の目的は流体シス

テムでの局所的リアプノフ解析法を例示することにある

ので，，この系の持つカオスの性質には詳しく触れない』

　定常解に対する局所的リアプノフ安定性解析は，

Farrel1（1988，1989，，1990）の提唱する最適励起間題の

解析と基本的に同じである．ここで，最適励起問題と

は，ある基本定常場が与えられたとき，一定期間内に最

も効率良く中立波を励起するにはどのような初期値を与

えれば良いか，または，一定期間内で最も発達する不安

定波はどのようなものかを調べる問題である．例えば，

線形不安定の場合にはヤコビアン行列の固有ベクトルは

一般に直交していないので（3．2節），評価時間が短けれ

ば最大発達するのは不安定固有ベクトルではない．旨評価

時間を長くすると，指数的増大に勝るものはないので不

安定固有ベクトルが最大発達するようになる．従来の線

形安定性理論では無限小の摂動（言い換えれば，無限大

の評価時間）を仮定していたのに対して，・これらの解析

では，線形化できる程度に小さいけれど有限ρ大きさを

『9
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第9図　中緯度β平面上の非発散渦度方程式におけるカオス解の一例．流線関数の時間的推移．

持つ摂動が有限評価時間内でどう発達するかを議論する

ことになる．

　指数的発達をする摂動がない中立な周期解（ロスビー

波解）の解析では，・レソツイソデックスがτに比例し

て代数的に増大する結果が得られた．やはり，ここでの

有限評価時間に対するリアプノフ安定性解析によって，

従来の線形安定性解析では見落としていた点が明瞭にな

る．

　以下では，あるカオス解の解析例について詳しく述べ

る．ある不安定定常解に微小な摂動を加えて時間積分し

たところ，第9図に示すような非周期解が得られた．東

西波数々＝1の・スビー波が卓越し西進している．高波

数成分も存在し，これらの相互作用の結果，不規則な変

動が出現している．この基準解のまわりでの局所的リア

プノフ安定性解析を行った．ロレンツインデックスα（ψ

（！o＝120），τ）の評価時間τ依存性を第10図に示す．定

常解の不安定固有ベクトルの線形発達率と比べるとロレ

ソツイソデックスの増大率，∂α／∂τ，（すなわち，アンサ

ソブル平均した等方的ラソダム誤差の成長率）はかなり

小さいが，τを大きくするにつれてロレソツィンデック

102
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R．．M．S．LENGTH　OF　SEMI　AXES

／ ．／
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第10図

　5　　　　 10　　　　15　　　　20　　　　25　　　　30

　　　　　　　　マ’　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

第9図のカオス解に対する・レンツインデ
ックスの評価時間τ依存性．

スが指数的に増大している．これより，この非周期解が

カオスであるといえる．小さな評価時間τに対する誤差

成長率は後半の指数的成長率より大きいことに注意すべ

きである．

　τ＝3および6での1番目の局所的リアプノフベクト

ルf1と誤差楕円体の長軸ζ1の実空間におけるパター

、天気”39．10．
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第11図

2π 0　　　　　　　　　　　　　π

　LENGTH　OF　SEMIAXIS 9．498

2・π

基準解ψ（ちニ120）に対する1番目の局所的リァプノフベクトル（左側）と誤差楕円体の長軸（右側）の

空間パターン．上段からτ＝3，、6．長軸の空間パターソの下に書かれた数字は長軸の長さを示す．

ソを第11図に示す．小さな評価時間（τ＝3）では，この

局所的リアプノフベクトルは，実空間で見ると東西に伸

びた構造をもっており，基準解の合流部分の1つ（第9

図の∬～1，g～0付近）で大ぎな振幅を持つ．これが

τ＝3後には誤差楕円体の長軸となり（実空間パターソは

第11図右），図左の初期誤差が基準解のr移流」効果で

変形されたと考えることができる．この時刻では，誤差

は限られた領域でのみ大きな振幅を持っている．評価時

間が長くなると，f1の実空間パターンはモデルの分解

能程度まで細かな構造となり，ζ1のパターγは，振幅の

大きな領域が全体に広がっている．

　4．5局所的リ・アプノフ解析のまとめ

　大気の予測可能性問題への応用を念頭において，これ

まで行ってきた局所的リアプノフ解析をまとめると次の

ようになる：

　（1）　局所的リアプノフ指数は等方的ラソダム初期誤

差の成長率を与える．また，ロレソツイソデックスの増

大率は，等方的ランダム誤差の成長率のアンサンブル平

1992年10月

均である．これらは元の方程式系を線形化して得られた

指標であるので，短い評価時間に対して有効である．

　（2）　ロレソツインデックスの大きさは線形安定な場

合を除いて評価時間とともに増大し，その増大の様子は

基準解に依存する．つまり，誤差成長の様子は流れの状

態によって異なっている．しかし，基準解がどのような

状態の時に誤差成長率が大きくなるのか，両者の一般的

な関係はまだ明らかになっていない．

　（3）評価時間が短い場合，最大発達した誤差楕円体

の主軸は実空間の限られた領域で大きな振幅を持つの

で，ランダム初期誤差がどこで大ぎくなるかという情報

を与える．それが大きく発達する領域は，基準解の流れ

場のある特徴的な場所，合流部分である．

　（4）　系統的初期誤差や非等方的ラソダム初期誤差が

存在する場合，最大発達する局所的リアプノフベクトル

ヘの射影成分の大小によって，これらの初期誤差の成長

率が変動する．射影成分が大きい時に成長率も大きい．

11
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第12図　気象庁モデルの解析値（実線）および予報

　　　　値（破線）を基準解として，北半球バ・ト

　　　　・ピックモデルを用いて見積もった・レン

　　　　ツインデックス．解析期間は第1図と同

　　　　じ．評価期間はτ＝7日．移動平均は行っ

　　　　ていない．

　5・数値予報への応用

　現業の数値予報モデルにおける予測可能性問題，とく

に，1週間程度の評価時間に対する予測可能性問題に対

して，局所的リアプノフ解析がどう使えるか，その可能

性を考えてみよう．

　現在使われている数値予報モデルは106変数以上の巨

大なシステムであるので，ここで用いた手法がそのまま

使えるわけではない．今日の最先端のコンピュータ環境

でも銘が103オーダーの系を解析するのが限界であろ

う．しかし，そのまま使うべきかどうかの検討も必要で

ある．なぜならば，そのような系では，小さな空間規模

成分が大きな線形誤差成長率をもつが，実際には短い時

間内に「飽和」してしまうと考えられるからである．

　これに代わる方法の一つとして随伴方程式を用いる方

法がある．Lacarra　and　Talagrand（1988）は，客観解

析法の一種である随伴（adjoint）法（例えば，楠1990〉

を応用して最大の局所的リアプノフ数とベクトルを求め

ることを提案し，64x64格子点の浅水モデルを用いてそ

の実例を示した．Houtekamer（1991）は，やはり簡単

なモデルを用いて，50組の局所的リアプノフ数とベクト

ルを求めるには元方程式と随伴方程式を150回ずつ時間

積分すれば良いことを示した．複雑な数値予報モデルで

随伴方程式を求めることは容易でないが，この方法を用

いると巨大なシステムでも局所的リアプノフ解析が可能

である．ECMWFやNMCでは，、すでに，客観解析

や予報誤差予測のために数値予報モデルの随伴コードの

数値予報
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第13図 ある検証日（横軸）に対する7日予報と8

日予報の差のRMS．北半球（20。N以北）

500mb等圧面高度場の予報値をもとに計

算し5目移動平均を行っている．太線は気

i象庁，破線はECMWF，細線はNMCの
予報モデルの結果．

作成が進み，実用化の実験を行っている．

もう一つ別の方法として，基準解は数値予報モデルで

求め局所的リアプノフ解析は簡単なモデルで行う方法が

ある．Kimoto6∫α1・（1992）は，北半球非発散パロト目

ピックモデル（T21波数切断で231変数）で局所的線形

方程式を構成し，その基準解として予報モデルの300

mb流線関数を用いた．2節で示した冬期期間について

得られたロレンツインデックスの変動を第12図に示す．

評価時間は7目としている．第2図と比べると，12月、20

月頃や1月末など予報誤差が大きい時にロレンツイソデ

ックスも大きくなっているが，余り対応の良くない期間

もある．とくに，実際の予報誤差予測にこのロレソツイ

ンデックスを使うとすれば，予報値を基準解としなけれ

ばならないが，こちらの変動はさらにノイズが目立って

いる（破線）．将来に期待を持たせる結果ではあるが，

いずれにしても，実用までにはまだまだ検討が必要であ

る．

　局所的リアプノフ安定性解析はあくまで初期値誤差の

綜形成長の理論である．誤差が大きくなると非線形性が

重要となり，ランダム誤差は楕円でなくなる（第4図）．

線形の議論が有効な期間は初期値誤差の大きさと系の不

安定度に依存している．実際の数値予報ではそれが1日

なのか1週間なのかをまず見積もらなければならない

が，この中間であることは間違いないであろう．初期値

誤差の非線形成長を把握するには，多くの似たような初

期値から時間積分を行い，それらのアンサンブル平均を

12 、天気”39．10．
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とり，個々の予報の広がり（ズレ）を見ることになる．・

これまで，モンテカルロ法（Leith1974）やずらし平均

法（Hoffmanand、Kalnay1983）などいくつかのアソサ

ソブル予報方法が提案されてきた．

　初期値誤差の非線形成長期には，アンサンブル予報に

おける個々の予報の広がりが予報誤差を予副する指標

の一つとなる（Dalcher，Kalnay　and　Ho伍nan曙1988；

PalmerandTibaldi1988）．，第13図は，ずらし平均法

をもとにした予報の広がり（ある検証日に対する7日

予報と8日予報の広がり）の変動を示す．気象庁，

ECMWF，NMCの予報結果ともに，予報の広がりは似

たような時間変動をしている．とくに，予報誤差の大き

くなった1月末から2月にかけて，どの予報結果も大き

な広がりとなっていることに注意すべきである．ここで

示した結果は三機関の予報結果を独立に解析したもので

ある．しかし，最近では，データネットワークの発達に

より，中期予報結果そのものも短時間内に交換できるよ

うになっている．三機関の予報を一つのアンサンブル予

報と考えて，それらの平均や広がりを求めることは試み

る価値があるだろう．

　計算機の性能がさらに向上すると，中期予報がアソサ

ンブル予報となることは間違いない．そのとき，個々の

初期値をどう与えるかが大きな問題となる．とくに，予

報数が限られる場合には，どのようにrランダム」な摂

動を与えればよいか間題である．最近，ECMWFのティ

ム・パーマーのグループは，局所的リアプノフ解析と組

み合わせた，適切な初期値の与え方を提案した（Molteni，

Mureau　and　Palmer1991；Mureau，Molteni　and

Palmer1992）．すなわち，局所的リアプノフベクトルを

求め，指数の大きい順に何組かを初期値の摂動として，

アンサンブル予報を行うという方法である．非線形計算

なので，当然ながら正負両方の符合を与えてそれぞれを

時間発展させる．まだ，検証例が多くないので即断でき

ないが，従来のアンサンブル予報に比べて大きな改良と

なっており，有効な延長予報の可能性を示す結果であ

る．

　6．おわりに

　我々は，ここで紹介した一連の研究のなかで，大気予

測可能性問題の視点から局所的リアプノフ安定性の概念

を整理し，簡単な順圧大気モデルを用いてその有効性を

検討した．また，現業の数値予報モデルを用いて予報誤

差の予測に応用できるか可能性を検討した．現業への応

1992年1σ月
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用はまだまだ実験的な段階であるが，予報誤差予測がで

きるようになれば中期予報の情報価値は飛躍的に増大す

るので，今後もこのような班究を発展させていきたい．

　この研究を通して，大気運動のカオ、ス的な性格をこと

さら強調するのが我々の目的ではない．しかし，．少数自

由度系のカオスを例題として発展してきた非線形力学の

概念や手法は，大気運動の髭沌の中から何がしかg秩序

を取り出し，それを理解する手がかりとレて役立◎もの

と信じている．

　この解説は，・レンツ博士の京都賞受賞記念ワークシ

ョップでの講演をもとにまとめたもめである」本研究

を行うにあたり，部分的に気候変動国際協同研究計画

（WCRP）研究費の補助を受けた．
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