
１．はじめに

近年の地球温暖化の地域的な特徴には，人為的な二

酸化炭素の増大に伴う部分の他に，北極振動（Arctic
 

Oscillation：AO）に代表される10年スケールの自然

変動が重なっているとされる（Nagato and Tanaka

2012）．ここでAOとは，北緯約60°を挟んで南北に地

上気圧が逆相関を持つ現象のことで，北半球の海面更

正気圧を経験直交関数展開したときの第１主成分

（EOF1）として定義される（Thompson and Wal-

lace 1998）．また，そのEOF1の時系列は，AOの強

弱を表す指標として北極振動指数（AOI：Arctic
 

Oscillation Index）と呼ばれている．AOIが正の時

は，北極域で気圧偏差が負となり，それを取り囲むよ

うに太平洋と大西洋を中心とした中緯度域で気圧偏差

が正となるような地理的な特徴を持つ．この時，気温

偏差は極域で低温域，中緯度で高温域となる．逆に，

AOIが負の時は，分布パターンがすべて逆になる．

2009年から2010年の冬はAOIが－3σ（σは標準偏

差）となり，日本を含む中緯度域の大部分は寒冬と

なった．

このようにAOは，日本を含む北半球の天候に大

きな影響を与えるが，その実体は複雑でカオス的に変

動し，数週間程度から数十年程度までの様々な周期を

持つ変動が重なっていると考えられている（Hirata
 

et al. 2011）．

AOの成因および変動については，いくつかのメカ

ニズムが提唱されている．一つは太陽活動，温室効果

ガス，海洋の変動等の外部強制を励起源とするもので

ある．Overland and Wang（2005）は，複数の外部

強制によるフィードバック過程が，AOIの変動の原

因となっていることを示唆している．

これとは異なるメカニズムとして，大気大循環の内

部力学による励起も提唱されている．Tanaka and
 

Matsueda（2005），及びTanaka and Seki（2013）

は，プリミティブ方程式の順圧成分に注目し，気候値

からの偏差について線形化した方程式の固有解を調べ

た．その結果，増幅率が最も大きい不安定解は，振動
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数がゼロ（周期が無限大）となるような定在解であ

り，その空間構造はAOの構造と一致することを示

した．第１図aは，Tanaka and Matsueda（2005）

で示された増幅率の最も大きい定在固有解（AOモー

ド）の順圧高度場の構造であり，統計的なEOF1とし

て観測データから得られたAOの構造（第１図b）と

比較すると両者がほぼ一致することが分かる．

このようなAOの成因に関する研究が行われる一

方で，AOの力学的固有解としての存在そのものに疑

問を投げかける研究も存在する．例えば，Itoh

（2002）は，AOは大西洋と北極域，および太平洋と

北極域の２つの逆相関がもたらす統計的な虚像である

との見方を示している．これに対して，Suzuki and
 

Tanaka（2007）は，地上気圧ではなく，傾圧成分の

影響を受けていない大気の順圧成分を解析すること

で，北太平洋と北大西洋の間でAOに伴う有意な相

関が見えてくることを示している．このことから，大

気の長周期変動を支配する内部力学は，主に大気の順

圧成分であり，地上気圧はその変動の一部を見ている

ことが示唆された．

以上のように，AOの成因については外部強制によ

る励起や内部力学による励起が考えられる一方で，

AOの実体そのものに疑問を投げかける研究もあり，

いまだ十分に理解されているとは言い難い．これらの

先行研究に基づき，本研究では大気の内部力学を理論

的に研究したTanaka and Matsueda（2005）を発展

させ，1950年から2011年までの過去62年間のAOIの

変動がどのような原因で変動しているのかを力学的に

分析した．

本研究では，はじめに３次元スペクトル表記したプ

リミティブ方程式系を応用し，AOIの変動を力学的

に表現する方程式（これを以下ではAOI方程式と呼

ぶ）を導出した．AOI方程式を用いることで，AOI

がどのような原因で変動しているのかを力学的かつ定

量的に解析することが可能となる．本研究で導出した

AOI方程式によって得られる長期間のデータは，１

週間程度の短い周期から10年スケールの長い周期まで

の様々な周期を含んでいる．そこで，本研究では，こ

れらの時系列に対するクロススペクトル解析を行い，

コヒーレンスやフェーズといった統計量について解析

した（日野 1977）．クロススペクトル解析を行うこと

で，様々な周波数ごとに時系列の相関関係を調べるこ

とが出来る．コヒーレンスは，特定の周波数帯で２つ

の時系列がどれだけ相関関係を持つのかを定量化する
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第１図 理論的な北極振動の特異固有モードの順圧高度場の構造(a)と観測による大気の順圧成分のEOF1とし
て得られる順圧高度場の構造(b)の比較．等値線の間隔は50mで，正は赤，負は青で示した．

AOI方程式を用いた北極振動の解析的研究478

 

20



指標であり，フェーズはその周波数帯での位相差を調

べる指標である．

本論文の構成としては，第２章でAOI方程式の導

出とクロススペクトルの解析手法について述べる．第

３～６章ではAOI方程式を用いた解析結果について

詳細に説明し，第７章でまとめと考察，そして第８章

で結論を述べる．

２．解析手法および使用データ

2.1 AOI方程式

はじめに，本研究で用いたAOI方程式の導出につ

いて説明する．プリミティブ方程式系を３次元ノーマ

ルモード関数（Kasahara 1976）で展開すると，方程

式の３次元スペクトル表記は，以下のように書き下す

ことができる（詳細はTanaka and Matsueda

（2005）を参照）．

dw
dτ

＝－iσw－i∑r ww＋f (1)

ここでwは大気状態変数（風速とジオポテンシャル）

の複素フーリエ展開係数，f は外力項の展開係数，τ

は無次元時間，σはラプラス潮汐方程式の固有振動

数，r は非線形相互作用係数である．添え字は３次

元波数を表し，それ以外の iは虚数単位である．展開

係数wのうち，東西方向には波数20，南北方向には

ハフ関数（Kasahara 1977,1978）を基底とする波数

20までの対称ロスビーモードを用いた．ハフ関数を基

底とすることにより，AOのような長周期変動には関

係の浅い重力波成分を取り除き，ロスビー波成分のみ

で解析することができるため，次元を縮小することが

できる．

大気の鉛直平均場（鉛直波数０）として得られる順

圧成分について方程式を閉じると，それは球面上の浅

水方程式系と同様の式となる．その際も式(1)と同様

の式が得られるが，fには順圧傾圧相互作用が含まれ

る．本研究では，この順圧成分に注目し，fの値は

日々の観測データから式(1)の残差として求めた．こ

の残差として求められた外力は，現実大気の順圧成分

に対して見かけ上の完璧な外力であるといえる．

順圧成分で閉じた式(1)から気候値を引くことで，

偏差場に対するプリミティブ方程式を以下のように導

出することができる．

dw′
dτ

＝－iσw′－i∑r (ww′＋ww′)

＋i∑r w′w′－i∑r w′w′＋f′(2)

バーはそれぞれの値の気候値，プライムは気候値から

の偏差を表している．

順圧高度場の時間変化は，海面更正気圧の時間変化

と線形関係にあることから，w′の時系列に対して

EOF解析を行うと，EOF1として第１図bで示した

AOのような構造が現れる．これをAOの構造ベクト

ル zと呼ぶ．この図で示した順圧高度場とは，等圧

面高度の全球平均からの偏差を鉛直平均した量に等し

い．

AOの構造ベクトル zに対し，北極振動指数

（AOI）はw′と zの複素空間における内積＜w′，

z＞で定義される実数値となる．したがって，方程式

(2)の各項とAOの構造ベクトル zとの内積を取る

と，以下のような方程式が導ける．

d(AOI)
dτ

＝d＜w′，z＞
dτ

＝＜－iσw′－i∑r (ww′＋ww′)＋dw′，z＞

＋＜i∑r w′w′－i∑r w′w′，z＞

＋＜f′－dw′，z＞ (3)

この式の左辺はAOIの時間変化項となり，右辺第一

項は気候値との相互作用を含む線形項，第二項は移流

項などの非線形項の非定常成分，第三項は外力項とな

る．ただし，Tanaka and Matsueda（2005）と比較

するために外力項の中の粘性項 dw′は線形項に含め，

線形項の固有解がAOモードを含むように変形した．

粘性摩擦は大きな波数に対して効率的に働く．した

がって，線形項の固有解には順圧不安定としてのAO

モードが含まれる．AOモードは増幅率が最大で振動

数が０の定在解として得られるが，レイリー摩擦（地

表摩擦）を入れて固有値シフトを行うと増幅率もゼロ

となる．この設定で特異値分析を行うと，任意の準定

常外力に共鳴応答するというAOの特異固有解理論

が導かれる（Tanaka and Matsueda 2005）．本研究

では線形項にレイリー摩擦は含まれないので，AO

モードは最大増幅率を持つ定在順圧不安定モードとな

る．

このようにしてAOIの変動を力学的に表現した式

(3)を本研究ではAOI方程式と呼ぶ（下・田中
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2010）．この式(3)を用いることでAOIの変動の力学

を定量的に解析することができる．

なお，Thompson and Wallace（1998）で定義され

た海面更正気圧によるAOIと本論文中で定義された

AOIは，ほぼ同一の時系列となるが，両者の比較に

ついては田中（2003）を参照されたい．

2.2 使用データ

本研究で用いたデータは，1950年から2011年までの

62年間のNCEP/NCARの再解析データであり，１

日４回（00，06，12，18Z）の６時間ごとのデータで

ある（Kalnay et al. 1996）．使用した気象要素は水

平風とジオポテンシャル高度で，水平グリッド間隔

2.5°×2.5°，1000～10hPaまでの17層のデータを用い

た．

2.3 解析手法

AOI方程式の各項には様々な周期が含まれるため，

長期変動の特徴を見るために，AOIの時系列とAOI

方程式各項（線形項・非線形項・外力項）の時系列に

対してクロススペクトル解析を行い，周波数ごとのコ

ヒーレンスとフェーズを調べた．本研究で使用したス

ペクトル解析はFFT法を用いており，結果に対して

ハニングフィルターによる平滑化を行っている（日野

1977）．ここで，コヒーレンスとフェーズは，２つの

時系列データ x(t)と y(t)に関して以下のように定義

される．

coh(ω)＝
S (ω)

S (ω)S (ω)
(4)

θ (ω)＝tan
Q (ω)
K (ω)

(5)

式(4)がコヒーレンスで式(5)がフェーズを表す式であ

る．ωは周波数を表し，S (ω)と S (ω)は２つの時

系列のパワースペクトル，S (ω)はクロススペクト

ル，K (ω)はコスペクトル，Q (ω)はクオドラ

チャスペクトルである．詳しくは付録を参照された

い．コヒーレンスは，特定の周波数成分において２つ

の時系列にどれだけ相関関係があるのかを表す．ま

た，フェーズはその周波数成分における位相差を表

す．フェーズを計算することによって２つの時系列の

内，どちらの時系列がどれだけ遅れて変動するのかが

把握できる．

第２図 1950年から2011年までの62年間のAOI
(a)及びAOI方程式の右辺各項（線形
項(b)，非線形項(c)，外力項(d)）の時
系列．細線は１年移動平均，太線は５年
移動平均の時系列．
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３．AOI方程式各項の時系列の特徴

第２図に，1950年から2011年までの62年間のAOI

の時系列(a)及びAOI方程式の右辺の線形項(b)，非

線形項(c)，外力項(d)の時系列を示す．ただし，長

周期の特徴をみるためにオリジナルの時系列に１年移

動平均（細線）及び５年移動平均（太線）が施されて

いる．各々の時系列は移動平均により平滑化された後

に，その標準偏差を用いて正規化されている．

AOIの時系列(a)の１年移動平均では，1989年の大

きな正の値と2010年の大きな負の値が見られる．５年

移動平均では，1970年代から1990年代に振幅の大きい

10年スケールの変動が見られており，1980年頃から

1990年頃にかけての上昇傾向は顕著である．

次に，AOI方程式の線形項(b)を見ると，1970年代

以降にAOIと同様の10年スケールの変動が見られ，

1980年頃から1990年頃にかけての上昇傾向等，AOI

の変動と非常によく同期している．外力項(d)にも同

様の10年スケールの変動が見られるが，AOIの時系

列及び線形項とは逆の変動となっている．一方，非線

形項(c)は他の項と比較してAOIの変動との相関は低

い．

第１表には10日移動平均，１年移動平均，５年移動

平均のAOI時系列とAOI方程式各項の時系列に見ら

れる相関係数がまとめられている．表には５年移動平

均に対する標準偏差が比較されていて，大きさは線形

項，外力項，非線形項の順となっている．この値は第

２図中にSDで示されている．第２図からも明らかな

ようにAOIと線形項は同位相の関係にあり，どの移

動平均に対しても正相関となっている．一方，非線形

項はどの移動平均に対してもAOIと負の相関を持つ．

外力項も同様にAOIと負の相関を持ち，AOIの変動

を減衰させる傾向にあることが分かる．

４．AOI方程式各項の空間分布

本章では，AOI方程式の各項の水平分布を解析し

第１表 AOIの時系列とAOI方程式各項の時系
列に10日，１年，５年の移動平均を施し
た時の相関係数と，５年の移動平均した
時系列の標準偏差の値．

第３図 1950年から2011年までのAOIの＋1.5σ
以上から－1.5σ以下を引いた順圧高度
場の時間変化の分布図．(a)が線形項，
(b)が非線形項，(c)が外力項である．
等値線はm/sを無次元化したもので，
正は実線，負は破線で示した．
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た．第３図は５年移動平均したAOIの時系列におい

て，正偏差が標準偏差の1.5倍を超えた期間平均の各

項の空間構造から，負偏差が標準偏差の1.5倍を超え

た期間平均の構造を差し引いた分布である．(a)が線

形項，(b)が非線形項，(c)が外力項である．第１図

で示したように，高緯度に負偏差，中緯度に正偏差と

なる構造がAOの特徴である．第３図aの線形項を

見ると，極域で負，太平洋，大西洋を中心とした正の

領域が広がっている．第１図aで示されたAOの水

平分布と，第３図aに示された線形項のそれとの空

間相関は0.51である．このことから，線形項はAO

と類似の構造をしておりAOを増幅させていること

が分かる．一方で，(c)の外力項を見てみると，高緯

度が正偏差，太平洋，大西洋を中心地とした中緯度が

負偏差となっており，AOとの空間相関は－0.43で

あった．このことから外力項はAOを減衰させる関

係にあることが分かる．また，線形項と外力項の相関

は－0.81となり，線形項と外力項の空間分布は反対符

号の空間パターンである．最後に，非線形項の空間分

布(b)を見ると，AOの構造とは異なるため，AOと

の直接的な関係を考えるのは難しい．

５．パワースペクトル解析の結果

第４図は1950年から2011年までの１日４回のデータ

を用いて解析したAOI(a)，線形項(b)，非線形項

(c)，外力項(d)のパワースペクトルである．横軸は

周波数で単位は（1/年）である．AOIのパワースペ

クトルを見ると，約１年周期を境に短周期側はレッド

ノイズ，長周期側はホワイトノイズとなっている．ス

ペクトルピークは不明瞭であるが10年以上のスケール

に大きなパワーが見られる．一方，線形項，非線形項

及び外力項のパワースペクトルは，１カ月以下の短周

期変動ではレッドノイズとなっているのに対し，１カ

月以上の変動はほぼホワイトノイズになっている．つ

第４図 AOIの時系列(a)及びAOI方程式の線形項(b)，非線形項(c)，外力項(d)のパワースペクトル．横軸は
周波数（1/年）．
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まり，季節内変動と同様に10年以上のスケールにも十

分に大きなパワーが見られる．

６．クロススペクトル解析の結果

AOIの時系列は様々な周期を含んでいるが，AOI

の変動は決定論的カオスである（Hirata et al.2011）

という研究結果もあり，極めて複雑な変動をしてい

る．３章のように移動平均を施せばおおよその傾向は

分かるものの，周波数ごとに各々の成分がどのような

関係にあるかは分からない．そこで本章では1950年か

ら2011年までの１日４回の移動平均していないデータ

を用いて解析したAOIの時系列とAOI方程式各項の

時系列に対し，クロススペクトル解析を行い，コヒー

レンス，フェーズを計算した．これにより，数日程度

の短周期から10年スケールの長周期までの様々な周波

数を含む時系列が，周波数ごとにどのような関係にあ

るのかを分析することができる．

6.1 線形項とAOIの関係

AOIの時系列とAOI方程式の線形項の時系列との

クロススペクトルの結果を第５図aに示した．上図

は両者のコヒーレンスを調べたもので，下図はその

フェーズを調べたものである．横軸は周波数（1/年）

である．なお，短周期成分の変動がなめらかになるよ

うに，周波数領域でハニングフィルターを多数回施し

たが，本論文の議論に影響はない．コヒーレンスが低

い時のフェーズの値の妥当性については十分に議論が

必要であるが，今回の解析ではコヒーレンスの値は十

分に大きく，議論に必要な有意性は十分と考えられ

る．

付録で示したように，フェーズが０の時，２変数は

同位相を表し，正（負）の時はAOIに対して線形項

が先行（後行）していることを意味している．AOI

の時系列の時間微分が線形項と同じ次元を持つことか

ら，フェーズが90°の時には線形項はAOIの時間変化

と同位相にあり，フェーズが０の時には線形項は

AOIそのものと同位相の関係にある．フェーズが０

の時，AOIはその項によって増幅するという力学的

特徴を持つ．

第５図aを見ると，周期が１カ月以内の短周期成

分については，コヒーレンスは大部分が0.4～0.6の間

に集中し，十分に大きな値となっている．この時の

フェーズは60°～90°付近にある．この結果は，AOIの

線形項の変動がAOIの時間変化に寄与していること

を意味している．１カ月以上から１年程度までの周期

帯についてもコヒーレンスは0.4～0.6程度となってい

るが，フェーズは長い周期ほど０°に近づくという特

徴がみられる．

周期が10年以上の長周期成分では，コヒーレンスは

最も高く，位相はほとんど０°である．このことは，

第２図からも明らかであり，式(3)で示したAOI方程

式に基づいて考えれば，AOIが正の時は線形項が正

の値になり，線形項がAOIを増幅させていることに

なる．また，AOIが負の時も同様に，線形項がAOI

の負の値を増幅させている．つまり，線形項はAOI

第５図 AOIの時系列とAOI方程式の線形項(a)，非線形項(b)，外力項(c)とのコヒーレンス（上）とフェー
ズ（下）．横軸は周波数（1/年）．
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に対し正のフィードバックをもたらしていることを意

味している．

6.2 非線形項とAOIの関係

次にAOIの時系列と非線形項の時系列とのクロス

スペクトルの結果を第５図bに示した．周期が１カ

月以内の短周期成分についてのコヒーレンスは最も高

い値を示し，特に10日よりも短い周期では0.8となっ

ている．この時のフェーズは90°付近にある．この結

果は，非線形項の変動がAOIの時間変化の主要な原

因となっていることを意味している．一方，１カ月以

上から１年程度までの周期帯については，コヒーレン

スの値は0.4～0.6程度に減少している．

周期が10年以上の長周期成分については，コヒーレ

ンスが高く，位相差は長周期ほど180°に近づいてい

る．このことは，式(3)で示したAOI方程式に基づい

て考えると，AOIが正の時は非線形項が負の値にな

り，非線形項がAOIの増幅を減少させていることに

なる．同様に，AOIが負の時も非線形項はAOIの増

幅を減少させていることになる．これらの結果から，

10年以上の周期では，非線形項はAOIの変動を減衰

させる働きをもっていることが分かる．

6.3 外力項とAOIの関係

最後に，AOIの時系列と外力項の時系列とのクロ

ススペクトルの結果を第５図cに示した．周期が１カ

月以内の短周期成分については，コヒーレンスは大部

分が0.4～0.8の間に集中している．この時のフェーズ

は，90°～120°付近にある．この結果は，非線形項の

場合と同じで，AOIの時間変化に寄与していること

を意味する．１カ月以上から１年程度までの周期帯に

ついては，コヒーレンスの値が0.4～0.6程度で，この

時のフェーズは90°～180°程度となっている．一方，

10年以上の長周期成分については，コヒーレンスは

0.4～0.6でフェーズは120°～150°となっている．つま

り，AOIと外力項はどちらかというと逆位相の関係

にあり，外力項はAOIの変動を減衰させる働きを

もっていることが分かる．

７．まとめと考察

本研究では，AOIの変動を力学的に表現したAOI

方程式を導出して，AOIの変動が何によってもたら

されたのかを力学的に解析した．

５年移動平均のAOI時系列とAOI方程式各項の時

系列との相関係数は，線形項では正相関，非線形項及

び外力項は負相関であった．このことから，正相関で

ある線形項はAOIを増幅させ，負相関である非線形

項及び外力項は，増幅したAOIを減衰させているこ

とが分かった．

次に，1950年から2011年までのAOI方程式各項の

空間分布の特徴を解析した．その結果，線形項はAO

の構造と正の空間相関を持ち，外力項はAOと負の

空間相関を持つことが分かった．また，線形項と外力

項の分布は逆相関の関係にあることから，両者は打ち

消しあう関係にあることが分かった．

AOIの時系列には様々な周期が含まれるため，ク

ロススペクトル解析を行うことで周波数ごとのAOI

の変動の原因を分析した．解析の結果，１カ月程度ま

での短周期変動については，AOI方程式の線形項，

非線形項，外力項の全ての項がAOIの時間変化に寄

与していていることを確認した．短周期成分の各項の

コヒーレンスを見てみると，非線形項，外力項，線形

項の順に大きくなっており，特に非線形項の寄与が大

きいことが分かる．このことから，１カ月程度までの

北極振動は主に非線形項によって変動しているという

結果を得た．この結果は下・田中（2010）による1990

年冬季や2010年冬季の解析結果と整合的である．

一方で，10年以上の長周期については，AOIに対

し て の フェーズ は 線 形 項 が ０°，非 線 形 項 が

120～180°，外力項が120°～150°となった．このこと

は，線形項はAOIの変動と同位相でAOIの変動を増

幅させ，非線形項と外力項はAOIの変動を減衰させ

るように作用していることを示す．外力項には地表摩

擦が含まれるため，AOIが大きいほど，AOIは減衰

させられると考えられる．

最後に，10年以上のスケールの変動について，これ

らの結果の力学的意味について考察する．AOIの時

系列と線形項のそれとが比例関係にあることから，

AOI方程式：d(AOI)/dt＝線形項＋非線形項＋外力

項 において近似的に，線形項＝a×(AOI)となる．

ここで aは正の定数である．よって，線形項のみに

注目すると，d(AOI)/dt＝a×(AOI)となり，線形

項はAOを指数関数的に増幅させる．この物理的な

意味としては，AOIが正，すなわち極域で気圧偏差

が負，中緯度で気圧偏差が正となるときに，方程式の

線形項（コリオリ，気圧傾度力のほかに基本場との相

互作用項を含む）による加速度項が第３図で見たよう

にAOとほぼ同じ構造となるということである．こ

れは先行研究（Tanaka and Matsueda2005）による

AOの特異固有解理論から考えれば，定在順圧不安定
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モードとしてのAOの構造と線形項の構造は一致し，

自律的に励起する内部変動の力学過程と整合的であ

る．逆に，外力項が減衰に働くとは，AOIが正の時，

強い寒帯ジェットを減速させ，AOの気圧場の偏差を

縮小させる力が働くという意味であり，式の上では上

述のaの符号が負となる場合である．本論文ではこ

のような増幅または減衰の関係を，クロススペクトル

解析により周期別に分析した．

８．結論

本研究により，周期が１カ月程度までの北極振動の

変動は，非定常擾乱間の相互作用を含むAOI方程式

の非線形項が主要な原因であることが示唆された．一

方，10年スケールの北極振動の変動に関しては，線形

項が北極振動を増幅させていることが分かった．

Ohashi and Tanaka（2010）は，AOの10年スケール

の長期変動も，外部強制応答によるものではなく，カ

オス的に変動する大気の内部変動として説明できると

している．今回の解析の結果はこの先行研究と整合的

で，線形項の不安定性によって自律的に増幅するAO

モードが10年以上の長周期変動に対して重要であるこ

とが示唆された．

付録A：クロススペクトル解析について

クロススペクトル解析を用いることによって，不規

則な変動をしている２つの時系列の関係性を周波数ご

とに調べることができる（日野 1977）．

時間に関する不規則な変動をx(t)とするとき，x(t)

に対してτのラグ（時間的遅れ）を持つ変動をx(t＋τ)

とすると自己相関関数 C (τ)は時間平均を用いて

C (τ)＝x(t)x(t＋τ) (A1)

と定義される偶関数となる．この自己相関係数のフー

リエ変換としてパワースペクトル S (ω)が定義され

る．ωは周波数である．

S (ω)＝
1
2π

C (τ)e dτ (A2)

また，２つの不規則な変動 x(t)と y(t)との相互相

関関数 C (τ)は

C (τ)＝x(t)y(t＋τ) (A3)

と定義される．この相互相関係数のフーリエ変換とし

てクロススペクトル S (ω)が定義される．

S (ω)＝
1
2π

C (τ)e dτ (A4)

このクロススペクトル S (ω)は一般的に複素数であ

るため，その共役の実部をK (ω)，虚部をQ (ω)

で表すと

S (ω)＝K (ω)－iQ (ω) (A5)

とかける．ここで，K (ω)はコスペクトル，Q (ω)

はクオドラチャスペクトルと呼ばれる．

これらの定義式を用いることで，本研究で行ったス

ペクトル解析で使用するコヒーレンスとフェーズを導

出することができる．

coh(ω)＝
S (ω)

S (ω)S (ω)
(A6)

θ (ω)＝tan
Q (ω)
K (ω)

(A7)

式(A6)がコヒーレンスで式(A7)がフェーズを表す式

である．本文中にも記載したが，コヒーレンスは２つ

の時系列が同じ周波数帯で，どれだけ相関関係がある

かを示す．そしてフェーズは両者の位相差を表す．コ

ヒーレンスとフェーズを計算することによって２つの

時系列においてどちらの時系列がどの程度先導または

遅れて生じているのかが分析できる．

ここで，連続周期関数の基本的な性質について述べ

ておく．周期関数はその導関数に対して位相差が90°

遅れるという基本的な性質がある．例えば，sin関数

の導関数であるcos関数との関係は位相差が90°遅れ

る関係にある．同様に，AOIはAOI方程式の時間変

化項に対して各々の周波数において90°遅れるという

性質を持っている．よって，AOIの時系列を用いた

場合のフェーズはAOIの時間変化項を用いた場合と

比べると90°ずれて現れるという特徴がある．
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