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2次元モデルによる氷晶成長の数値計算＊

斎 藤 優＊＊

　要　旨

　水蒸気拡散によって支配される氷晶の成長の．表面張力に基づく蒸気圧変化を考慮した，2次元数値計算

を試みた．熱効果及び結晶学的異方性は除いた．

　グリツド間隔は1ミク・ソ，時間ステップは1秒とした．水蒸気場を求めるラプラシアソの境界は，氷表

面に最近接するグリッドを用いた．氷表面は，グリッドの中間にある場合でも，連続的に表示した．

　平面氷の表面の一部に，正弦波状の初期じょう乱を与え，数例の計算を試みた結果，安定な計算が遂行で

きることがわかった．

　1．まえがき
　成長しつつある結晶の形状については，それが成長し

ていく気体の種類，気圧，気温によって著しく異なるこ

とが知られてきた．

　Mullins　and　Sekerka（1963）は，成長しつつある金属

結晶の形状の安定，不安定に関する理論を開発した．そ

れは，まず結晶の基本形に無限小の摂動を与え，この摂

動の振幅が時間的に増大するか否かで，形状の安定，不

安定を論じたものであった．

　もし，表面張力の効果を考えなければ，結晶表面での

蒸気濃度は等しくなり，ラプラシアンで定める蒸気の場

は，その蒸気流線を凸の部分に集中させる．そのため凸

の部分はますます凸になり，凹の部分はますます凹にな

り結晶の成長を形態的に不安定化させる．一方，結晶表

面での表面張力の効果を考えると，凸の部分はその曲率

に応じて飽和蒸気濃度が高くなり，凹の部分は低くな

る．そのため凸の部分に集中する蒸気流線を減らし，凹

の部分に流線を集めることになり、結晶の形状を安定に

する．このように，蒸気拡散によって支配される結晶の

成長では，その形状を不安定とさせる要因は蒸気濃度の

勾配であり，安定にする要因は表面張力である．

　Komabayasi（1970）は，Mu111ns　and　Sekerka（1963）

によって開発されたこの無限小摂動による手法を，氷晶

の成長に適用し，その解析解を求め，実験結果と比較し

た．

　ここでは筆著は，有限摂動の場合の，2次元数値計算

を報告する．

　2．モデル

　図1のように，水蒸気が過冷却水から拡散によって氷

晶に供給され，氷晶が成長していくモデルを考えた．氷

晶基本形は平面とし，その中央に正弦波状のじょう乱を

与えて，初期形状とした．氷晶表面の水蒸気濃度は，表
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第2図　氷晶表面の表示方法
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第3図　成長する氷晶表面の表示方法

面の凹凸を考慮した氷飽和蒸気濃度，水と水蒸気の境界

一は，水の飽和蒸気濃度とした．モデル全系は一150Cの

等温とした．領域の大きさは26μ×41μとした．

　3．基礎方程式

　図2のように，氷晶の基底を，偲一夕直角座標におけ’

る詔軸とする．氷晶の基底から表面までの高さを，

　　ツ＝h（劣；渉）

とする．氷晶表面の曲率Kは，

　　　　　　　　　　　　　　　　
　　κ一一幽｛・＋傷）2「2

　水蒸気の場は，瞬間的に定常拡散とみて，

　　72C＝0

ただし，C：水蒸気濃度

　　　　戸・演算子（錠轟）

（1）

（2）

（3）

　氷晶表面での水蒸気濃度は，曲率を有する氷面の局所

飽和濃度に等しいとして，

　　Cs＝Co（1＋∫b1ζ）　　　　　　　　（4）

ただし，Cs：氷晶面（曲面）に対する飽和水蒸気濃度

　　　　Co：氷晶面（平面）に対する飽和水蒸気濃度

　　　　．Tb：毛細管定数（薦10－7cm）

　　　　K：氷晶面の曲率

　水蒸気拡散で成長するから，氷晶面上にとった点P

　12

の成長速度灰麗，∂）は，

　　　　P　　o＝一 7C　　　　　　　　　　（5）
　　　　ρ

ただし，0（π，∂）：氷晶面上の点の成長速度

　　　　Z）：拡散係数（薦0．2cm2／sec）

　　　　ρ：氷晶密度（弼0．9g／cm3）

　　　　7・演算子俸＋審ノ）

　氷品表面では，（1）より，

　∫（灘，ッ；！）＝フーh（餌！）＝0　　　　　（6）

が成り立つ．図3のように，時刻！において氷晶表面

にあった点が成長速度0（π，ので動いて，時刻∫＋躍の

氷晶表面をつくると考えると，

　∫（劣，フ；∫＋∠渉）＝0

が成り立ち，（6）式は氷晶表面では常に保存される．し

たがって，

　　‘ヴ　　ぴ　　ケ　　ケ　　ーゴオ
一 ∂オ ＋鞠ガ＋∂ず一〇　　　（7）

ただし，祝，∂は（5）より

　　　　Z）　δC
　　％＝一r一　　　　　　　　　　（8）
　　　　0　　　0詔
　　　　‘

　　　　∠）　∂C
　　∂一一活r一　　　　　　　　　　（9）
　　＝　ρ　　0ツ

　　　　　　　　　　　　　　　　　、天気”19．6．
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　　　　第5図氷晶表面の取り扱い

○：氷晶面の座標P（i，勉）

●：最近接の格子点o（i，ゴ灰i））．点・Pでの

　　水蒸気濃度Cs（i）は，格子点oにくり入
　　れられる．

状を与え，（2）によりその形の凹凸に応じた曲率κを

求め，（4）により氷晶と接する水蒸気濃度Csを求め，

これを境界条件としてラプラシアンで定まる水蒸気場C

を求め，（5）により氷晶の成長速度ひを求め，（11）に

より1ステップ後の氷晶の形を求め，以下これを繰り返

すという順序である．

　氷晶表面の形を与える式，

　　＝y＝＝h（の；！）

は，

　　ツ＝h乞（i＝1，2，……，27）

で表わす．

　格子間隔は1ミク・ンとしたから，1ミク・ンを長さ

の単位として表現すると，

（需）、一（h蘇・青h勾）

（1蔑）、一h群、＋hね、一2h乞

これを用いて，氷晶表面（ど，h∫）での水蒸気濃度Cs（i）

を求めた．

　氷晶表面の座標（i，h乞）は，格子上にあるとは限らな

いので，水蒸気濃度をラプラシアンを解いて求める境界

をあたえる場合に限り，

　　ゴz6（ズ）＝42一［h乞十〇．5］

　　［］：ガウス記号
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第6図　ラプラシアソの緩和の境界．●印の格
　　　　子が境界となる．

によって，図5のように，氷晶面Pの座標（i，h乞）を

最近接の格子oの座標（i，勿（i））で代表させた．

　ラプラシアンの緩和の境界は図6のようになり，境界

条件は次のようにとった．まず，水と水蒸気の境界（♂，

1）（i＝1，2．……，27）での境界値としては，一150c

の水飽和水蒸気濃度CL《51．14×10『6g／cm3を与えた．

また，氷晶と水蒸気の境界（i，卿（i））での境界値とし

ては，一150cの氷飽和水蒸気濃度Cs（i）を与えた．な

お，Co・》1．03×10『6g／cm3とした．モデルの左右両端

の境界（1，グ）σ＝1，2，……，勿（1）），（27，ブ）σ＝1，

2，……，勿（27））での境界値としては，それぞれCLと

C8（1），CLとCs（27）とのノ方向の線形補間で求め

た．

　今回用いた緩和法は，S－0－R法（逐次加速緩和法）

である．これは，格子点（i，グ）でのcの値α，ゴを，

Cll／1）一Clll＋弩（Cl皐！，ゴ＋C卿＋Cl∂＋・＋C鯛一4Clll）

に従って逐次に修正していき（乃：タイムステップ，ω：

加速係数），あらかじめ与えた小さな値εに対して，

壽Cllヂ）一Clll！≦・

が成り立つようになったら，収束したものとみて計算を

打ち切るという方法である．今回はω・＝1．7とした．

、天気”19．6．
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第8図　正弦波波長12ミク・ソの場合の計算結果

第7図　正弦波波長24ミク・ソの場合の計算結果

15粥

10廻

2
24

16

8
0sec

10μ 20刃

第9図　正弦波波長8ミク・ソの場合の計算結果

水蒸気濃度勾配∂C／伽，∂C／∂ッについては，次のよ

うに計算した．

　　（器）乞一c枷（乞M－c脚）

　砺＿1＜砺く砺＋1のとき，

　　（器）乞一cち勿（乞）一c払脚）

　砺＿1＜砺＞履＋1のとき，

　　（器）、一吉｛c卿（乞）一c卵（‘）｝

　砺＿1＞砺＞h¢＋1のとぎ，

　　（器）乞一c聯（乞）一c脚）

　砺＿、≧砺≦砺＋、のとき，

　　（器）、一・

　5．計算結果
　正弦波の波長24，12，8ミク・ンについての40ステッ

プまでの計算結果は，それぞれ，図7，図8，図9に示

したように，安定な計算が得られた．

　今後の問題としては，結晶学的異方性，熱効果をとり

入れた2次元，3次元モデルが考えられる．

　6．あとがき
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