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分散性波動の性質について＊

木　　村 竜　　治＊＊

　1．前がき

　大気や海洋などの地球流体は，復元力を持った力学系

である．すなわち，力がつりあった基本状態というもの

が存在して，基本状態にある流体の一部を強制的につり

あいの状態からずら’してやると，ずらされた流体に力が

働いて，元のつりあいの状態に帰ろうとする性質があ

る．このような性質のある流体の中で物体を振動させる

と，波動がひき起こされる．また，物体が運動しただけ

でも波動が引き起こされる．船が進むとまわりに波が生

じるのはこの一例である．同じことであるが，復元力の

ある流体の流れ中に物体がおかれると，やはり波動が引

き起こされる．山の後にできる山岳波（lee　wave）はそ

の一例である．気象学や海洋学において，波動に関する

議論がいろいろ行われるのは，大気や海洋が復元力のあ

る流体系であるからに他ならない．

　特に重要な復元力は①重力，②コリオリの力，③ベー

ター効果の3種類で，それぞれ，重力波，慣性波，プラ

ネタリー（ロスビー）波を生む．この3種類の波動は，

地球流体における基本的な波動であるが，自然界では，

上記の3種類の復元力が組み合わされるので，実にさま

ざまな波動が存在する．そして，その多くは，波の位相

速度が波長によって異なる，いわゆる分散性波動であ

る．

　分散性波動の個性は，分散関係で特徴づけられる．分

散関係とは，波動の周波数と波数の関係であるが，これ

は，波動を表現する力学の方程式　　一般に線型の偏微

分方程式から導かれる．一方，分散関係は，波数空間内

に特定の曲面を与えるので，波動の性質と，分散関係が

与える曲面の幾何学的な性質との間には，密接な関係が

あることが予想される．波数空間は，一見，抽象的な概

念のように思われるが，波数空間内で定義される方向が

実空間で定義される方向と一致する，という性質を利用

して，波数空間の幾何学を実空間に存在する波動の性質

に翻訳することができるのである．

　次節では，地球流体における基本的な波動について，

力学方程式から分散関係を導くことにしよう．3節では，

波数空間の幾何学を利用して，移動する励起源によって

引き起こされる波動の性質を求める，ライトヒル（Light－

hill）の方法を紹介しよう．

　2．　線型偏微分方程式と分散関係

　流体の粘性は波動現象に対して本質的でないので，，非

粘性の流体システムを考えよう．また，波動が線型の力

学系で記述でぎるような，微小振幅の波動のみを考えよ

う．この時，波動の特徴は，周期丁と，劣，フ，z方向の

波長ん，あ，ゐで表現されるのであるが，周期の代りに

2π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2π
　　＝ωで定義される周波数，波長の代りに一二鳥，
T　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　λの

互＝砺，
ん

2πニ々，そ定義される夙蕩z方向の波数を
λz

用いて表現L，た方が便利である．

　一般に，波動を特徴づける物理量ξが，線型偏微分

方程式

　　　∂　　　　∂　　　．∂　　．∂　P（」一一一，一多一一　一z　　　，一z　　　）ξ＝＝0　　（2．1〉
　　　∂渉　　　∂x’　　∂ツ　　　∂2

＊On　basic　properties　of　dispersive　waves．

＊＊R．Kimura，東大海洋研究所
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を満足する時，この波動の分散関係は，

　P（ω，島，向，々z）　＝0　　　　　　　　　　　　　（2．2）

で与えられる．以下，基本的な波動に対する分散関係を

求めよう．鉛直方向をZ方向として，特にことわらない

限り記号は慣習に従う．

例1：深水波

　深水波とは，波長に比べて，水深が十分深い水面に生

じる外部重力波である．海面や湖面に立つ風波に当ては

まるであろう．基本場は静止した水面（2ニ0とする〉
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で，渦無しであるから，渦度保存則から，波が生じても

渦無しである．そこで，速度ポテンシャルが定義でき

て，基本方程式は以下のように書ける．

　　∂π　　∂〃　　∂ω
①一＋一＋　＝0（連続の式）　　∂罪　　∂フ　　∂z

②π一釜∂一塾一診嚢辱ポテソシャルの定

基準面からの水位変化量をηとすれば，Zニηで，

③～〃ニ∂η（ωの定義）
　　　　∂！

　　∂ω
④一＝一g（運動方程式）
　　∂云

①～④から，φに対して，

票＋’（霧＋誰）一・　　（23）

を得る．書きなおして，

〔（ぎ畜）㌧’｛（一i音）2＋（一i券）2｝〕φ一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

従って，

　P＝ω4－92（hコじ2＋々ン2）＝0

が分散関係である．

例2：内部重力波

　安定な密度成層を持つ流体層の内部には内部重力波が

生じる．成層の強さは，

N一∀一奇霧　　　（z6）

で表現するのが普通である．Nを浮力振動数と呼ぶ．こ

ぼ礁流体の平均鶴害が基本場の密度傾度で

ある．この時，9＝（π，〃，2〃），とおけば，基本方程式は，

　　　　　　　　
①　7・9ニ0（連続の式）

②∂9＝一1Vρ一1〉2η盆、（運動方程式）
　　∂云　　　ρo

③Z〃二塗ユ（Z〃の定義）
　　　　∂！

　　　　　　　　　　　　　　　　へ（ηは基本場からの鉛直方向の変位，観はZ方向の単位

ベクトル）と書ける．3〃についてまとめると，

（轟72＋N27ん2）ω一・　　　（Z7）

　　　　　　　　　　∂2　∂2　∂2　　　∂2を得る・ここで・72＝∂κ2＋∂ツ2＋∂z2・7〆＝：∂∫2

　∂2＋評である．例1と同様の変形から，分散関係とし

て，

　．Pニω2（々即2＋向2＋々z2）一」V2（為¢2＋燭）ニ0　（2．8）

を得る．

　2

例3：慣性波

　密度一様の回転流体の内部には，コリオリカを復元力

とする慣性波が生じる．コリオリパラメーターを∫・（定

数），流体の密度をρ。（定数）とすれば，基本方程式

は，

①　V・9ニ0（連続の式）

②塾蔽　一吉v雌動方程式）

と書ける．についてまとめると，
　　　　　へ

（菱7・＋ゐ・霧，）ρ一・　　（29）

を得る．従って，分散関係は，

　p；ω2（hz2十砺2十島2）　一∫02島2＝0　　　　　　（2．10）

となる．この式で，∫・→ノV，島2→々∬2十h“2，hノ十砺2

→hノと置ぎかえると，内部重力波の分散関係と等しく

なるのに注意されたい．

例4：2次元非発散・スビー波

　いわゆるベーター面近似を用いて，ノ’ニ∫。＋砂と置

く．2次元の場合は，流線関数が定義でぎるので，基本

方程式は次のようになる．

①　％＝一一鋭，0＝∂ψ　（流線関数の定義）

　　　　　∂』ソ　　　　∂劣

　　　∂
②一∂死「怖2ψニーβ∂（渦度方程式）

　この式は，流体粒子がフ方向に進むと，相対渦度

（＝72硬）が小さくなることを表現している．②は

　　｛£（轟＋舞）＋β謝ψ一・　（Z・・）

と書けるので，分散関係は，

　pニω（島2十砺2）十β島＝0　　　　　　　　　（2．12）

となる．

　3．分散関係の幾何学

　上述したごとく，分散関係は波数空間内の曲面を与え

る．ωは，この曲面のパラメーターと見なすことができ

る．ここで，波数空間とは，島，砺，島を直交する3つ

の軸とする空間で，島軸は実空間の劣軸に，砺軸はッ

軸に，島軸はZ軸に，それぞれ平行であると考える．

波数の次元はr長さ」ではないので，波数空間と実空間

を比較して考えるのは妙であるが，波数をあたかもr長

さ」のように見なして「空間」のイメージを思い浮べて

いただきたい．

　波数空間の原点から分散関係が与える曲面上の一点を

結ぶ矢印を波数ベクトルと呼び，鳶＝（島，砺，たz）で

　　　　　　　　　　　　　　　　　寒天気”22．12．
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表す．この時，波数が（島，砺，ゐ，）で与えられる波の

位相はこの矢印の方向に向う．位相速度は

　　　　　ω　　A
　　o＝　左　　　　　　　　　（3．1）　　　　　h

　　　　　　　　　　　　ハと書ける．但し，hニ1剰，左は潅方向の単位ベクトルで
ある・群速度は・vた一（∂急，∂1，，漁）を用いて・

　　・’一V乃ω一一V乃P／器　　一（32）

と表わされるから，分散関係の曲面に直交していること

がわかる．Ogの進行方向は，ωを増加させたときに，曲

面が変化する方向に等しい．以上の性質から直ちに次の

事がわかる．

　ωが波数の大きさ（hニ（島2＋h“2＋乃22）1’2）のみによ

る波動（これを，等方性波動と呼ぶ）では，位相速度と

群速度の方向は等’しい（逆方向に進むことはあり得る

が）．なぜなら，等方性波動の分散関係が与える曲面は，

すべて球であって，原点と球の表面の一点を結ぶ直線

は，その点における球面の法線と等しいからである．逆

に，等方性でない波動は，一般に，位相の進む方向と群

．速度の方向がある角度をなすことも予想がつく．

　さて，Lighthil1（1967）は，流れのない流体中に，

ω・で振動しながら，一様な速度Uで進む物体が，流体

の中に引ぎ起す波動は，この曲面を用いて，簡単に求め

られることを見い出した．その方法は次の通りである．

①　P（ω。＋U・雍，島，h“，ゑ2）ニ0なる曲面を描け．

すなわち，分散関係のωの代りにω。＋U・盈（ドップラ

ーシフトした周波数）を代入して，曲面を描きなおす．

②　この時，物体から見て，7の方向に現れる波動の波

数は，この曲面の法線が7と平行である点の波数のう

ち，法線の向き（とは，ωを増加させた時に，曲面が向

う方向と定義するのであるが）が7の向きに一致する波

数のみが現れる．実は，この曲面の法線は，％一U（一U

の流れに乗った群速度）の方向に等しく，法線の向きが

■の向きに一致するとは，波動のエネルギーが物体から

遠ざかる方向に向う波動のみが現れる，という事なので

ある．

③　物体から見て，rの位置における変位の大きさは，

・exp｛歪（b7一ω・∫）｝に比例する．但し，左は，②で定

まる波数である．物体が振動しないで，移動するとき

は，ω・ニ0であるから，波動の変位の分布は，物体に

乗って見ると時間的に変化しない．船のたてる波を船に

乗ってながめると，水面の凸凹の形は船に固定している

のである．山岳波によって生じる雲（たとえばレンズ

1975年12月
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∬方向（島方向に等しい）に速度Uで進

む船が励起する深水波を求めるための波数
空間内の曲線．波数はg／U2で規格化’して

ある．変曲点における法線ベクトルのみ示
した．

雲）が移動しないのも，この性質の表れである．

　但し，以上の性質は，物体のすぐ近くではなりたたな

い．そこでは，波動の振幅が有限であるから，線型的な

議論ができないためである．しかし，たとえ，物体の近

くでいかに複雑な現象になっていようとも，物体から遠

ざかるにつれて，①～③の性質が次第に成り立って来る

のが興味深い．なぜこうなるのか，ということは，原論

文を参照していただくことにして，ここでは，実例を述

べるにとどめる．

例1：深水波

　船が起こす波を考える．従って，ω。＝0である．船が

π軸にUの速度で進むと考えて，ω＝U島を分散関係

（2．5）に代入すると，

　　々z一92（h2の＋hぴ2）一〇　　　（3．3）
　　　　　U4

または，

　　島2一糾島2＋々〃2一・　　（a4）

を得る・波数をチで鰍元化して・書き繍すと・

　　島2一∀島2＋砺2一・　　　（a5）

この式が表わす曲線（2次元であるので，曲面は曲線に

縮退している）を第1図に示す．法線の向ぎを調べるた

めにω＝∠ω＋Uh罪を分散関係に代入して，（次元のある

量で）

　　（∠ω＋U島）2－92∀島2＋々〃2一・　（36）

3
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　第2図　進行する船が励起する深水波の広がりと端
　　　　　に現れる波の波面の方向．sinθm、」。＝■，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　3　　　　　sinα一碓で与えられる・

を得るが，島を固定して，∠ωを少し増加させると，

島＞Oならば砺2は増加し，島＜0ならば砺2は減少す

ることから，法線の向きが，常に左向きであることがわ

かる．すなわち，船の前方に波は発生しない．さて，第

1図に示した曲線は変曲点を持つのであるが，法線の向

きが，ズ軸となす角度は変曲点で最大となる．（3．5）式

に対する簡単な代数計算から，変曲点における法線が軸

となす角度をθ勉・¢とすれば，

　　sinのα¢一⊥．・．θ観α¢一19・28ノ　　（3．7）
　　　　　　　3

であることがわかる．船のたてる波は，船の舳先を頂点

として，2θ惚¢の角度で船の後に開くくさびの内部に

存在することはよく知られた事実である．このくさびに

沿った波面の分布は，波数ベクトルと直交するので，第

1図から簡単に計算できる．結果を第2図に示す．

　ついでながら，第1図において，同じ法線の向きを持

つ波数ベクトルが対になって存在している点に注目願い

たい．対になった波数ベクルトは進行方向が逆であるた

めに，重なると定在波となる．この性質と，波の位相が

物体に固定される事が，まさに対応しているのである．

従って，ω。≠0の場合に，分散関係の曲面の対称性が

くずれることは容易に想隊される．

例2：2次元非発散・スビー波

　船は西に進んでも東に進んでも同じ形の深水波を励起

するが，・スビー波は物体が動く方向，またはもっと実●

際的に，山岳にぶつかる風の方向によって，励起される波

動の形が非常に異なる．ここでは，西風と東風の場合を

比較してみよう．物体として山岳を考えるので，ω。＝0

である．

　A）西風の場合

痂

価
島

第3図　西風が山岳に当って励起する・スビー波を
　　　　求めるための波数空間内の曲線．

ωニーU島を分散関係（2．12）に代入して，

一U乃、（々．2＋々，2一」色）一〇　　　（3．8）

　　　　　　　　　u

を得る．（3．8）式が示す曲線と法線を第3図に示す．円

の部分は・山岳の下流側に波数∀芽の波動が生じるこ

とを示している．波面の形は，

　　左・へ／喜7一一定　　　（ag）

で与えられるから，山岳を中心とする円であり，等位相

線の間隔は2π～／岬となることがわかる．いいかえ

れば，西風の作る・スビー波は，あたかも水面に落ちた

石が作る波紋のように，等方的にふるまうのである（も

ちろん，等位相線は山岳に固定しているのであるが）．

それでは，∫＝0に西風が吹き始めたとして，時刻∫まで

に，波面はどこまで広がるのであろうか．我々は，時刻ず

において，物体からr方向に現れる波の波数を（第3図

を見て）知っている．r方向でもっとも遠くまで広がっ

ている波動は，渉二〇に励起された波数島の波動であろ

う．この波動は群速度（島に対する群速度は分散関係

から計算できる）で進みながら，同時にUの流れで流

されて，時刻オに7方向に現れるはずである．そこで，

物体からUオはなれた位置を中心として，σ〆を半径と

する円を描き，物体から7方向の直線との交点を求め

れば，その点が波動の広がる限界を示すであろう．この

手続きは，一般には，いろいろな方向に対して，それぞ

れ行う必要があるのだが，ロスビー波の場合は，事柄は

非常に簡単である．というのは，群速度の大きさは，

　　∂9一β　．　　　　　（3．・0〉
　　　　た2

4 、天気”22．12．
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山
∬

第4図　西風が山岳に当って励起する・スビー波の
　　　　広がりと波面の分布．

と表わされるのだが，今の場合，方向によらず

　　h一〉喜　　　　　　（3・・）

であるので，あらゆる方向に対して，∂gニUとなるから

である．そこで，物体から東方にU！はなれた点を中心

として半径U∫の円を描けば，時刻掬こおける波動は，

すべてこの円の内部に存在することがわかる．第4図

にその様子を示す．

　第3図の直線に対応する波動は，島二〇であるから，

波面はX軸に平行になり，しかも劣軸の近くのみに現れ

る．山岳の風上側に現れる点が深水波と異なっている．

　B）東風の場合

　ω＝U島を分散関係（2．12）に代入して，

655
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を得るが，これに対応する曲線は砺軸に一致し，法線

の向ぎは西向きとなる．すなわち，東風が山岳に当る

と，風下側に，劣軸に沿って，波面がズ軸に平行な波動

のみが励起されることを示している．

　ここでは，西風と東風の場合のみを考察したが，Ligh－

thil1（1968）は，任意の方向から風が吹く場合につい

て，山岳のつくる波動を求めている．なお，ライトヒル

の方法は，Greenspan（1968）の§4．5で解説されてい

ることを付記する．

　謝　辞

　ライトヒルの方法を紹介していただいた，ウズホール

海洋研究所のP．ラインズ氏に感謝します．この論文の

理解には，九大応用力学研究所の山形俊男氏の解説が非

常に役に立ちました．また，原稿の清書をお願いした吉

田佳代子さんに感謝いたします．

文　献

Greenspan，H．P。，1968：The　theory　of　rotating

　Huids．Cambridge　University　Press，204－213．

Lighthil1，MJ・：1967：0n　waves　generated　in
　dispersive　systems　by　travelling　fbrcing　eHセcts，

　with　applications　to　the　dynamics　of　rotating

　Huids．J．Fluid　Niech，27，　725－752．

第13回　理工学における同位元素研究発表会について

　表記の研究発表会が昭和51年6月29日（火）～7月1
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