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順圧不安定の力学＊

新　野 宏＊＊

　1．はじめに

　大気中の大規模な流れが持つ不安定性の中で，特に重

要と思われるものは2つある．第1は傾圧不安定と呼ば

れるもので，Chamey（1947）・Eady（1949）の理論が

登場して以来，日々の天気変化をひきおこす中緯度の

高・低気圧の成因としてよく知られている．これに対

し，第2の不安定性が，ここで解説を試みようとする順

圧不安定である．

　順圧不安定（barotropic　instability）という言葉がい

つ頃から正式に使われ始めたかは定かでない．筆者の知

る限りではThompson（1953）がその論文の中で使って

いるのが一番古い例である．それまでは，Kuo（1949）

の先駆的な論文以来，順圧大気（順圧流）の力学的不安

定（dyna血cinstabilityinabarotropicatmosphere

（barotropic　How））と呼ぶのが普通であった．

　大気中の大規模な運動が準地衡風および準静水圧平衡

にあることはよく知られている．地衡風および静水圧の

関係は，速度場を砂＝（％，∂，Z〃）と書くとき，

　　　　撒×P一一ユー騨一3盈　　　　（1．1）
　　　　　　　　　ρ

で与えられる．ここに％，〃，”は東西・南北・鉛直方

向の速度成分であり・ノ’はコリオリ係数，，9は重力加

速度，ρは密度，ρは圧力，そして盈は鉛直方向の単

位ベクトルである．（1．1）に▽をベクトル乗積し，水平

成分をとると，温度風の式

　　　　　∂吻　　　　1
　　　　　∂z＝一▽（▽ρx▽カ）E　（1・2）

を得る．順圧な場，すなわちρがカのみの関数である
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ような場においては，（1．2）の右辺は0になる．このと

き，流れは鉛直方向に変化しない．そこで，しばしば鉛

直方向に変化しない流れを順圧流と呼ぶ．順圧不安定

は，このように鉛直方向にシアーを持たない流れに存在

する不安定である．これに対して，傾圧場においては

（1．2）の右辺は0でない．このとき，流れは鉛直方向に

シアーを持ち，シアーの強さがある値より大きいならば，

傾圧不安定が生ずる．ここで注意を要するのは，傾圧流

においても流れが適当な水平シアーの分布を持てば順圧

不安定が生ずる可能性があることである．従って，先に

述べた順圧不安定の定義は多少不正確であったと言える

かも知れない．厳密には，順圧不安定は，流れの渦度の

水平分布の不均一性に根ざした不安定であると言うべぎ

であろう．一般に水平シアーを持った傾圧流においては・

鉛直シアーによって変形を受けた順圧不安定擾乱と水平

ジァーの影響を受けた傾圧不安定擾乱が生ずる可能性が

ある．

　エネルギー収支から見ると，順圧不安定擾乱は基本場

の運動エネルギーから擾乱のエネルギーを供給される．

これに対して，傾圧不安定擾乱は基本場の有効位置エネ

ルギーからエネルギーを得る．従って，水平シアーを持

った傾圧流に生じる不安定が順圧不安定によるものか傾

圧不安定によるものかを調べるには，擾乱のエネルギー

が基本場の2つの形のエネルギーのうちどちらから多く

供給されているかを調べればよいであろう．現実の大気

中の不安定擾乱は純粋に順圧的又は傾圧的な過程のみに

よって生じているということはありえない．そういう意

味では，水平シアーを持つような傾圧流の安定性を調べ

ることが最も興味深いと思われる．しかし，上で述べた

ように，順圧不安定は水平シアー流中の渦度分布の不均

一性に起因する不安定であるから，成層の効果等は本質
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第1図　モデルの模式図

又2D。

順圧不安定の力学

乱を表わす流線関数をそれぞれψo＊（g），ψ＊，（¢，g，云）と

書くことにする．基本場の東西流の代表的な速度を肱

シアー・ゾーンの幅をLとし・長さをL・時間をL／肱

流線関数を7Lで無次元化すると，（2．1）は，

畜哩＋薯妾哩＋（β一誰）筈

と書ける．

　　　∂ψ，　　∂　　　　　　∂　　　　　　∂ψ’

＝一万万72ψ’＋万72ψ’●万

　　　　　　　　　　　　　　　　（2．2）

ここで，無次元のβは，

的でない．従って，順圧不安定に備わった基本的性質を

調べたい時には傾圧性の存在はかえって問題を複雑にす

るのみであろう．この小稿の目的は，順圧不安定の基本

的性質を解説することにあるので，ここでは本質的でな

い効果はすべて除いた最も簡単なモデルに生ずる順圧不

安定の性質を調べることにする．

　2．問題設定

　第1図に示したような深さHの非粘性・非圧縮・密

度一様の流体層を考える．系全体は鉛直軸（z＊軸）のま

わりに角速度Ωで回転している．慣例に従って¢＊軸

を東向き，9＊軸を北向きにとり，コリオリ係数ノ（＝2

9）は∫＝ん＋β＊g＊で与えられるとする（β一平面近似）．

流体層は2＊＝O，πにある水平な面によって仕切られ，

9＊方向には9＊＝土jD＊にある鉛直壁によって仕切られ

るか或いは無限に流体層が続いているかのどちらかであ

るとする．このような系において，9＊方向にのみシア

ーを持つ東西流賑（9＊）の安定性を調べるのが目的であ

る．

　今，時間変化のゆっくりとした水平スケールの大きい

運動に着目するとすれば運動はほとんど水平的になり，

現象は準地衡風の渦度方程式，

　　∂　　　　∂ψ＊　∂
　　薇72＊ψ＊＋万r●∂¢＊72＊ψ＊

　　　　　　　　∂ψ＊　∂　　　　　∂ψ＊
　　　　　　　一万r∂9＊7＊2ψ＊＋β＊凋一＝o

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2．1）

で記述される．ここにψ＊は水平面内における流線関数

で，速度成分π＊，〃＊は，

　　　　∂ψ＊　　　　　∂ψ＊
　　π＊＝一，　　〃＊ニー一一
　　　　∂忽＊　　　　　　∂¢＊

で与えられる．基本場の東西流と，その上に重なった擾

4

　　β＊L2
β＝

　　γ
（2．3）

で与えられる．

　（2．2）は適当な境界条件と初期条件が与えられたと

き，基本流の上に重なった擾乱の振舞を記述する．もし

も，この擾乱の振幅が時間と共に0に近づくならば，こ

の基本流は安定である．逆に，その振幅が時間と共に増

大したり，いくら時間がたっても0にならずに有限の値
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
にとどまる場合には，基本流は不安定である．従って，

基本流の安定性を調べるには，（2．2）で記述されるよう

な擾乱が時間的にどのように振舞うかを調ぺれば良い．

　3．線形不安定論

　与えられた流れが安定かどうかを判定する際に，最も

多く使われる手法は線形不安定論と呼ばれる手法であ

る．この手法は次のような考えに基づいている．自然界

の流れの中には，基本場の流速にくらべてはるかに小さ

な振幅のノイズ（以下では擾乱と呼ぶ）が必ず存在して

いる．このような非常に小さな振幅の擾乱が時間的に増

幅してくるならば，流れは不安定であろう．

　擾乱の振幅の大きさをεで表わすと，（2．2）の右辺は

0（ε2）となる．従って，ε＜1の仮定の成り立つ範囲で，

非線形であった（2．2）式は線形の方程式，

畜即＋u舌即＋（β一駕多一・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．1）

で近似できることがわかる．ここでU（9）は無次元化さ

れた基本流で，U（g）＝砿（鰍）／17である．（3．1）はψ，

に関して線形なので，ψノを，

　　ψ’（瑠）一R8〔∫ン（鮎云）εi剛（訊2）

のように¢方向のフーリエ成分φ惹の和（積分）とし

て表わすとき，任意のψ’に対する解はφ惹（9，ず）ε伽に

、天気”28．2．
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対する解の重ね合わせとして表現できる．（3．2）を（3．1）

に代入するとφ乏は，

（畜＋ガたu）（誓舞一解φ・）＋ガた（β謬）φ・

　　　　＝＝0

を満たす．（3．3）は適当な境界条件，

　　9一土P（…勢）で　繊一・

又は，

　　9一土ooでφ乏一〇

（3．3）

（3．4）

を与えるとき，初期値問題として解くことができる．す

なわち，ある時刻∫・＝0に擾乱伽（〃，q）を与えたとき，

この擾乱が（3．3）に従ってどのように振舞うかを調べ

るわけである．もし，擾乱伽が時間と共に増幅するよ

うな波数ゑが1つでも存在すれば，流れは不安定であ

る．

　上記の初期値問題を一般的に解くことは容易でない場

合が多い．そこで，普通は擾乱の時間的な振舞にある仮

定を設けて，問題を固有値問題に帰着して解くことが行

なわれる．すなわち，（3．3）の解としてφ海（〃，云）＝φ（〃）

召一例のように変数分離が可能な解を仮定する．このと

き，（3。3）および（3．4）は，

（U－C）（纂伊φ）＋（β一鐸）φ一・
（3．5）

　　9ニ±Z）でφ＝0または9→±Ooでφ→0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．6）

と書ける．ここで，Cニω乃は複素位相速度である．

（3・5），（3．6）はCに関する固有値問題を構成する．固

有値問題の解の集合，すなわち固有関数系がもし完全系

をなすならば，任意の初期擾乱φ戻9，0）は固有モード

の和として表現でぎる．従って，その場合には擾乱の時

間的な振舞は各固有モードの時間的な振舞の和として表

わせる．（以後，1つのモードに対しては、波”，モード

を重ね合わせて表現されるものに対しては、擾乱”とい

う言葉を使うことにする．）固有値Cは一般には複素数

である．Cの実部をC。，虚部をαと書くと，各固有

モードの時間変化は8づω』8づ々cγ∫・8々c¢∫となる．従

って，αは各モードの位相速度，ゐαは成長率を与え

る．以上のことから，固有値のうちに1つでもα＞0の

ものが存在するとき，流れは不安定である．

　さて，話がここまで済めば問題は比較的単純なのであ

るが，実はここにやっかいな問題が存在する．それは，

後でわかるように固有値問題の解が有限個しかないとい

1981年2月
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う事実である．有限個の関数から成る関数系は完全系を

構成することはできないので，結局擾乱の振舞は（3・5），

（3．6）の固有値問題の解としての固有モードだけの重ね

合わせでは表現できないことになる．このあたりの事情

については第6節で詳しく述べるので，ここでは次のこ

とを指摘しておくにとどめよう．固有値問題を導くには・

モードが時間的に6一例のように振舞うことを仮定し

た．従って，時間に関して指数関数的に振舞わないよう

なモードがあったならば，固有値問題の解からはぬけ落

ちている可能性がある．Case（1960）は事実そのような

モード（連続モードと呼ばれる）が存在することを示し

た．しかし，このモードの重ね合わせで表現できる滑ら

かな形の擾乱は時間に関して1／云で減衰するので，不安

定性のみに興味がある場合にはこのモードは重要ではな

い．従って，以下では特に断わらない限り，固有値問題

（3．5），（3．6）の解を調べることによって，不安定の特

徴を明らかにしていくことにする．

　4．積分定理

　固有値問題（3．5），（3．6）の固有値や固有解の性質に

ついては，（3．5），（3．6）を実際に解かないでもある程

度言及することができる．これらの情報は普通（3・5）を

適当に変形した式を境界から境界まで積分して得られる

ことが多いので積分定理と呼ばれる．ここでは，これら

の積分定理のうち特に重要と思われるものをいくつか述

ぺておくことにする．なお，定理の証明はかなり繁雑で

あるので，証明の方法に興味のある方は引用してある文

献を参照して頂きたい．特にLin（1955），巽・後藤

（1976）にはほとんどの証明が丁寧に書かれていることを

付け加えておく．

　4．1．Kuoの定理

　r不安定波が存在する為には，速度分布U（9）が流れ

の中のどこかでぴ，＝βの点を持つことが必要である・」

一Kuo（1949）

　この定理はRayleigh（1880）が非回転系の2次元平

行流に対して導いた不安定の為の必要条件rU（9）が

Uノノ＝0の点（変曲点）を持たなければならない」の回

転系における言い換えである．（ここで，，＝4／4ン・）回転

系の運動を慣性系から見るとき，絶対渦度ZがZ＝ノーぴ

で定義されることに注意すれば，Kuoの必要条件ぴノ＝β

は27・＝0となり，結局慣性系から見たRayleighの条件

と同じ内容であることがわかる．この意味で，以下では

ぴ，（翌）＝βを満す点g＝g・を便宜上変曲点と呼ぶこと

5
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第2図　変曲点のある2種類の流れ．（a）変曲
　　　　点でシアーが極大の流れ　（b）変曲点

　　　　でシァーが極小の流れ

にする．

　変曲点が存在することはあくまでも不安定波の存在の

為の必要条件であって，この条件を満しているからとい

って必ずしも不安定波が存在するとは限らない．事実，

巧φrto負（1950）とHφiland（1953）は，ある種の流れ

に対して，より厳しい必要条件を導いている．

　4．2。巧φrto丘の定理

　rU（g）が〃の単調な関数で変曲点が唯1つしか存在

しない流れにおいて不安定波が存在する為には，変曲点

において絶対渦度の絶対値が極大にならなければならな

い」一巧φrt面（1950）

　巧φrtoftの定理から，第2図に示した2つの流れの

うち，（a）は不安定の可能性があるが，（b）は安定であ

ることが結論できる．

　4．3．中立波の存在の条件

　「波の位相速度が流れの中のどこかで基本流の流速に

等しくなるような中立波が存在する為には，流れは変曲

点を持たねばならない．特に，流れが巧φrtoRの定理

の前提条件を満たす場合には，この中立波の位相速度は

変曲点での基本流の流速に等しい．」一Lin（1945）

　一般に，波の位相速度が流れの速さに等しくなる位置

g＝写cは臨界点（critical　point）＊と呼ばれる．g＝写，は

微分方程式（3・5）の特異点となっているが，巧φrto負の

定理の前提条件を満たすような流れにおける中立波に対

しては変曲点が臨界点と一致する為に（3．5）に特異点

＊鉛直シアー流中の臨界点は臨界高度（㎝itical
　level）と呼ばれる．又，水平シァー流中の臨界点

　は臨界緯度（criticallatitude）等と呼ぱれること

　もあるが，水平シァー流に対してはここでは臨界
　点と呼ぶことにする．

㎞

第3図

　　　　　　　　　　　　　　α
　Umin＋Umox　　　UmGX
　　　2

Pedloskyの半円（実線）．点線は

β＝0の場合のHowardの半円．

6

は現われない．このような中立波を特異性のない中立モ

ード（non－singularneutralmode，略してNSNM）又

は正則な中立モード（regular　neutral　mode）と呼ぶこ

とがある．これに対して，流れが単調でない場合には臨

界点と変曲点が一致しないような中立波が可能である．

このような中立波は9＝9cに特異点を持つ．一般に臨界

点において特異性を持つ中立モードをsingular　neutral

mode（SNM）と呼ぶ．

NSNMは流れの不安定性を調べる上で実用上，非常

に役に立つことが多い．それは，以下に見るように多く

の流れでは，このモードが存在するときには不安定波も

存在し，しかもこのモードの波長が不安定な波数領域と

安定な波数領域との境目の波長を与えることが示せるか

らである．

　4．4．中立波の波数に近い波数を持つ不安定波の存在

　r単調なU（g）において，変曲点9sでぴ（Ψs）≒0

であり，位相速度0がC＝U（9、）であるような波数島

のNSNMが存在するとき，ゐoの近傍の波数々＝々o＋

肋（漁はぴ（9、）ぴ，，（9・）と同符号）に対しては不安定

波が存在する」一Tollmien（1935）より．

　Fjφrtoftの前提条件が満たされるような流れではぴ

（9s）び”（98）＜0なので，もし波数々oのNSNMが存

在するならば，この定理によってゐく島の波数領域に

おいては不安定波が存在することがわかる．

　4．5．Pedloskyの半円定理（Semi－circle　theorem）

　r基本流の流速の最大値をOinax，最小値を砺i。とす

るとき，不安定波の複素位相速度は複素平面上で，C‘＞（）

および，

　　（α一舛砺h）2＋α・≦（璽砺㎞）2

　β（乙砧ax一乙猛in）
十
　　　　2た2

（4．1）．

、天気”28．・2』



y

u（y》

順圧不安定り力学

y

　　　（G）

　　　　　　4u第4図（a）一が正の流れ．
　　　　　　　4夕

（

ゐU　V〉0
y

Uノ吹0

切

X

（b）ガ〃ノが負の渦．

X

57

¢）

（c）が〃’が正の渦．

で与えられる半円内の領域になければならない．」一

Pedlosky　（1964）

　この定理はβ＝・0の場合にHoward（1961）が導いた

半円定理のβ≒0の場合への拡張である．第3図に

Pedloskyの半円とHowardの半円がそれぞれ実線と点

線で示してある．Pedloskyは更に位相速度αは、
砺㎞一煮くαく娠の間になければならな～・ことを

示した．このことから，図中で斜線をつけた領域は除か

れなければならない．β≒0の場合には，基本流より遅

い位相速度を持つ不安定波が存在する可能性があるのは

興味深い．

　4．6．エネルギー方程式

　前節までで，ある種の条件を満たす流れにおいては不

安定波が存在しうる可能性があることを見てきた．で

は，もし不安定波が存在したとすると，この波はどのよ

うな形で基本流からエネルギーを得ているのであろう

か．このことを見るには，平均流と波に対するエネルギ

ー方程式を導くのが便利である．

　流線関数ψ（亀払云）を∬方向に平均した場ψとそ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

れからのずれψに分けてψ＝ψ（g，オ）＋ψ（¢，g，渉）と表

わす．無次元化された（2．1）の両辺にψをかけて，波の

1波長について¢方向に平均し，境界91から92ま

で9方向に積分すると，平均流πに対するエネルギー

方程式，

　　審r∫1：（子）吻一∫潟励（或2）

　　　　　　　　　　　ロ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

　　　　　　　　．　　∂ψ　　　～　　∂ψ　　　～　　　∂ψ

を得る・ここ鋼＝可・π＝可・マ＝噛万驚

　　　　　　　　　　　る．同様に（2・1）にψをかけて積分するこξ・により・

1981年2月

波に対するエネルギー方程式，

審r∫1：掌吻』一∫欝恥（43）

が得られる．（4・2）・（4・3）を見ると明らカ）なように，

波と平均流は∫1際万吻という項を通して一ネ

ルギーのやり取りを行なっている．

　波による基本流ψ。（9）の変形をψM（9，云）で表わす

と，平均流ψ（g，云）はψ（〃，∫）・＝ψo（g）＋ψ擢（g，オ），波の成

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ん
分（平均からのずれ）ψ（¢，9，≠）はψ（¢，9，云）＝ψ，（湿，〃，ず）

一ψM（9，∫）で与えられる．線形論においては，ψMと
　ψはψ。に較ぺてたかだか0（ε）（ε＜1）であるから，

（4．2）の右辺は0（ε2）である．これに対して左辺で最

も大きい項はψMのオーダーなので，結局ψ盟は0（ε2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　でなければならない．従って，ψMはψに較ぺて無視

できる』このことは線形論を扱う上では，波による基本

流の変形ψMは考えなくて良いことを示している．以上
のことから，露＝U（レ），♂＝ψ’とおくとき（4．3）は，

づ｝∫ll学2吻一一∫溺葡49

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4．4）

と書ける．

　波が増幅する為には（4．4）の右辺が正でなければな
　　　　　　　　　　　　　　　　4uらない．第4図（a）に示したような一が正の流れでは
　　　　　　　　　　　　　　　　吻
距がおおむね負であることが必要である．後に見るよ

うにこのような流れに生ずる波は，渦状の形態をとる．

渦爾軸が第4図（』b）のように傾いている時は％，〃ノ＜0で

あり，第4図（c）のように傾いている時にはπ’〃’＞0で

あ為ので，固有値問題の結果得られる不安定波は（b）の

7
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順圧不安定の力学

020406081つ0　05　1心
　　　　k　　　　　　　　　　　　　　　lく

U（g）＝・tanh写の流れに生ずる波数ゐの

不安定波の増幅率々αと複素位相速度の
虚部α（Michalke1964より）．

し2
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　5．不安定波の性質

　以上で，順圧不安定の一般的特性については一通り述

べてきた．この節では（3．5），（3．6）の固有値問題を実

際に解いた結果をいくつか紹介する．基本流としては最

も詳しく研究されているU（g）＝tanh　gとsech2gの

2つを考える．U（g）ニtanhgは自由シアー層（丘ee

shear　layer），sech29はジェットの代表的な例である．・

　（3．5），（3．6）の固有値問題を解析的に解くのは・」・般

に困難である．従って，普通は微分方程式（3．5）を差

分で近似して数値的に解くということが行われる．ここ

では，その際に使われる数値解法については立ち入らな

い．これらの手法について詳しく知りたい方は，Hal－

tiner・Song（1962），Yanai・Nitta（1968），Michalke

（1964），Kuo（1978）等を参照して頂きたい．

　5．1．自由シアー層　U（g）ニtanhg（一∞くgく∞）

　U（9）＝tanh“は第4節で述べた不安定の為の必要条

件，中立波の存在の為の必要条件をすべて満たしてい

る．従って，もし特異的でない中立モード（NSNM）が

見つかれば，4．4．によって不安定波が存在することが

わかる．

　a）βニ0の場合

　Garcia（1956）はβニ0のときのNSNMが，ゐ＝1，

φ＝sech　g，Cニ0で与えられることを示した．このこと

から，4．4．より々〈1に対して不安定波が存在すること

が予想できる．基本流の対称性から期待できるように，

波の位相速度C。はすべての波数に対して0である

（Gotoh・Tatsumi，1960）．Howard（1964）は更に，ヒ

8

第6図

5　4　　3　　2　　1　　0　－1　－2　●3　。4　．5

　　　　　　　　　y

U（写）＝・tanh　gの流れに生ずる不安定波の

固有関数の振幅と位相の構造．図中の数字

はβの値を示し，各βについてほぼ最大の
増幅率を与える波数の不安定波の構造を宗1一

してある（β＝0のとき差＝0・4446，β＝
0．1．は’ゐ＝rO．5，　β＝：0．2　はゐ＝0．5，　β；＝，

0．3は差＝0．6，β＝・Of5、はゑ＝0。6）．振幅

と位相は9ニ0でそれぞれ1と0になる．
ように規格化してある（Kuo，1978）．

の基本流においては，1つの波数ゐに対して不安定波

はたかだか1つしか存在しないことを示した．

　Michalke（1964）はU（9）ニ0．5tanh　gに対する固

有値問題を数値的に極あて精度良く解いた．第5図は不

安定波の増幅率々C‘と複素位相速度の虚部αの波数

依存性を示したものである．予想された通り，0〈k1

の波数に対して，不安定波が存在することがわかる．増

幅率最大の波数は0．4446である．

　第6図は最も不安定な波の振幅と位相の構造（Kuo，

1978）を示したものである．ここでは図中0で示された

曲線に注目してほしい．波の振幅は基本流のシアーの強

い領域（一1く9＜1）で大きくなっていて，この領域から

離れるにつれて指数関数的に小さくなっている．（3．5）

においてg→土・・と共にぴ，→0であることを考慮す

ると，g→土∞での解の形は8刊γで与えられる．従っ

て，波の9方向のスケールは大体¢方向のスケール

に等しいと言って良い．なお，・波の振幅が9＝0で最大

にならずに，・むしろ極小になっているのは興味深い．・位

鳳天気”28．－2．
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U（9）＝0．5tanh　gの流れにおいて，最も不安定な波
（ゐ＝・0．4446）と中立な波（ゐ＝1）が振幅0・1で存在した

としたときの基本場も含めた流線（Michalke，1964）．

相は一1＜g＜1で急激に変動している他は，ほとんど

一定である．・r1＜g＜1での位相の変化の様子は波の軸

が第4図（b）のよう㌍傾いていることを示している．

　第7図は基本流に振幅0．1の波が重なっているとした

ときの流線を描いたものである．上は最も不安定な波，

下は中立波である．どちらも右まわりの循環を持った渦

状擾乱であるが，中立波ではその長軸が完全に劣方向

を向いているのに対し，不安定波では左下から右上に傾

いている．

　以上，U（9）＝tanh　gで与えられる流れの非粘性での

安定性を見てきたが，次に内部粘性の存在する時の安定

性について簡単に述べる．内部粘性が存在する時，擾乱

を支配する式（3．5）は，

　　（U－C）（φ”一炉φ）r　U”φ

　　　　　　1　　　　r々R（φi”一2々2φ”＋々4φ）　　（5・1）

になる．ここで，R＝γL／レはレイノルズ数，レは動粘

性係数である．（5．1）はOrr－Sommer飼dの式と呼ば

れ，管の中のポアズィユ流や壁に沿った境界層流の安定

性を調べるときに重要な式であるl　Betchov・Szewczyk

（1963）は（5．1）を解くこ・とにより，いろいろなレイノ

ルズ数に対するU（9）＝・tanh　g『の安定性を調べた．第

1981年．2月

8図は波の増幅率の波数依存性をいろ喜・ろなレイノルズ

数に対して示した．ものである．非粘性の極限（R＝∞）で

は結果はMichalk6（1964）のそれと一致している（第

5図参照）．レィノルズ数が小さくなるにつれて，中立

波の波数，．最大の増幅率を持つ波の波数は小さくなる．

これは，内部粘性が波数の大きな波においてより有効に

働く為である．増幅率もすべての波数にわたって小さく

なってくるが・注目されるのはどんなにレィノルぢ数を

小ざくしても流れが安定にならないことであ為．こ紅

は，波数がほとんど0に近い擾乱にはほとんど粘性がき

かないことによっている．

　これに対して，ポアズイユ流や平板境界層流は変曲点

を持たないので，このような流れの速度分布を基本流と

して考えると非粘性では不安定は存在しない・第♀図嬬

2次元ポアズイユ流の安定性をレイノルズ数と波数との

関数として示したものである．ある波数為に着目すると

き，レィノルズ数Rを大きくするとやがて不安定波が

可能になる．ところが，更にR大きくし続けると再び

安定領域に連し，以後は安定にとどまる．このことば粘

性が不安定化と安定化の2つの役割を担づていることを

示している．粘性が流れを不安定化させるというと少し

奇異に聞こえるふも知れない．しかし，波の構造が丁粘

Oロ
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§1＼ミぐ
で
畠

粘性のあるU（Ψ）ニtanh　gの流れにおけ

る波数差の波の増幅率ゐα．図中の数字

はレイノルズ数R（≡写2）（Betch・い

Szewczyk，1963）．

性項を含んだ」Orr－Sommer色ld方程式と境界条件で決

められることを考えると，粘性の効果で波の構造が基本

流からエネルギーをもらいやすいように変えられ，その

エネルギーの供給が同じ粘性によるエネルギー散逸より

大きくなるようなことがあっても良いことがわかる．し

かし，粘性の効果が擾乱の構造を上述のように変えられ

るのは，流れが滑りのない固体壁で仕切られている時に

限るように思われる．大気中の大規模な流れにおいては

滑らない壁の存在が重要であるような不安定には興味が

ないので，順圧不安定では普通この種の不安定は扱わな

い．従って，順圧不安定においては，粘性は常に安定化

効果を持つ．

　b）β≒0の場合

　流れの対称性からひ（9）＝・tanh　gと一tanh　gに対

する安定性は全く同じことが予想できる（Lipps，1965）

ので，ここではU（写）＝tan五gかつβ＞0の場合だけを

考える．Kuoの定理から，この流れはβ＞41／互に対し
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　9

10

　3
10

第9図

　4ユ0 　5
10

　6
10 R

2次元ポアズイユ流の安定特性（巽・後

藤，1976より）．実線は中立曲線（Lin，

1945），点線はC‘一定の曲線（Shen，
1954）．
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第10図　ひ（9）＝tanh　gの流れとU”（9）の分布．

て安定である（第10図参照）．LipPs（1965）は

　　0くβく4へ／万

　　　　　　9
のとき，2つのNSNMが存在することを示した．これ

らの中立波の位相速度を01，02とするとき，

俸吉一（釜＋禦）一（π一L2）（且2）

、天気”－28．2．
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第11図

・1　2　．3　4　5　5　7　．8　．9　しO
　　　　　　　　　k

ひ（9）＝tanh　gの流れに生ずる不安定波の諸特性．（a）位相速度Cプの波数依存性．

図中の数字はβの値を示す．（b）複素位相度の虚部αの波数依存性．（c）増幅率

の波数とβに対する依存性（Kuo，1973，1978）・

θ一c・r1（4洗いくθ≦号

の関係があり，対応する波数編と固有関数φπは，

　　為2％＝：1－C2π　　　　　　　　　　（5．3）

　　　　　　　　　　1＋C鴇　　　　　　　　　1－C物
　　φη＝＝（1十tanh　g）　　2　　（1－tanh　g）　　2

で与えられる．NSNMが存在することがわかったの

で，4．4．の結果と第10図を見較ぺることにより，島く

乃くあの波が不安定波であることが予想される．

　Kuo（1978）は実際に固有値問題を解いて不安定波の

振舞を調べた．第11図（c）は波の増幅率を波数ゐとβ

の関数として示してある．太線は（5．2），（5．3）から決

まるLipPsのNSNMに対応する曲線である．0．16＜

βく竿燃予想通りLippsの2つのNSNMの波

数々1，々2の間に対して不安定波が存在する．しかし，

βく0．16においては小さな波数に対してLippsの解の

外側にも不安定領域が存在する．波の増幅率はβが大き
くなるにつれて小さくなり，β＞4ぺ／万では不安定波は

　　　　　　　　　　　　　　　　9
存在しない．従って，U（9）＝tanh　gで与えられる流れ

に対してはβ効果は安定化作用があると言える．増幅率

最大の波数はβ＝0のときのゐ＝0．4446からβが大き

くなるにつれて次第に大きくなる．これはβ効果が波長

の長い波をより安定化することを示す．

　第11図（a）（b）は波の複素位相速度の波数依存性をβ

1981年2月

をパラメータとして示している．β＝0のとき，位相速

度Cプはすぺての波数に対して0であった．β＞0のと

き，一般に位相速度は西向きになり，波数が小さい程そ

の絶対値は大きい．位相速度に関しては不安定波はロス

ピー波と同じような分散関係を持つように見える．しか

し，β＜0．16に対しては，波数の小さな所で位相速度の

振舞が急に変わる所が存在する．同様のことは，複素位
　　　　　　ヤ
相速度の虚部C‘にも見られる．これらのことは，βく

0．16でLippsの解の外側にある不安定波が普通の順圧

不安定のモードとは異った性質を持ったモードであるこ

とを示唆している．Dickinson・Clare（1973）も同じ問

題を扱って，βと々が共に小さいときに新しいタイプ

のモードが存在することを示した．以下では，普通の順

圧不安定のモードを第1モード，新しいモードを第2モ

ードと呼ぶことにする．2つのモードの性質の違いをよ

り詳しく見る為に，それぞれの固有関数の構造を見てみ

よう．

　第6図は第1モードに対して最も不安定な擾乱の振幅

と位相の構造を5つのβの値に対して示したものであ

る．β＝0のときg＝0に関して対称であった振幅は，

βと共に非対称性を増してくる．9＞0に対する振幅は

9＜0に対するそれより一般に大きい．一方位相もβ＝0

のときには9＝0に関して反対称であったのが，βと共に

非対称な変形を起こしてくる．シアーの強い領域（一1く

11
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U（9）＝tanh　gの流れにおける不安定波の第2モードの固有関数φの構
造（β＝・0．15，ゐ＝・0．32，Cプニー0．42，C‘＝0．008）．　（a）絶対値1φi，

（b）位相arg（φ）・（c）・器のφとiかphaseの部分の振幅・（d）劣

のφとout－phaseな部分の振幅（Dickinson・Clare，1973）．

9＜1）での位相の変化は小さくなり，9＜一1では一1く

9＜1とは逆の位相変化が現われる．これは基本場から

のエネルギーの供給の能率がβと共に悪くなっているこ

とを示している．

　第12図はDickinson・Clare（1973）によって求められた

第2モードの構造である．残念ながらLippsの解の外

側の領域については，Kuo（1978）の結果とDickinson・

Clareの結果が完全に一致しているようには思えない．’

βとたが小さいときの固有値問題は数値的に解く際に

かなりの困難があるので，求められた固有値や固有関数

が，定量的にどの程度正しいか，多少疑問がある．しか

し，定性的に見ても第12図の第2モードの構造はいくつ

かの興味深い特徴を示している．まず，波の振幅（第12

図（a））は9く0では指数関数的に急に小さくなるが，

g＞0では非常にゆっくりと減少する．また，Ψ＝一〇．1

と・一〇．8付近にkinkが存在する．位相（第12図（b））

は9く』0．45では9によらず，波が伝播できないこ

12

とを示しているが，9＞一〇．45では9によってかなり

急激に変化しており，特にシアー・ゾーソの外（g＞2ン

ではほとんどgに比例して変化している．これらの特

徴は，このモードが9＞0で9方向に伝播するロスピ

ー波的な振舞をしていることを示している．第12図（c）

（d）は吻のうちφとin－phaseの成分とbut－phase

の成分を示す．向のφとout－phaseの成分は1φ1とか

けあわせたとき東西運動量の9方向への輸送を与える．

図からg＝一〇．45付近には運動量輸送にステップ状の

ジャソプが存在することがわかる．又，（φ“）伽にも，9己

’
一
〇 ．45付近に特異性があることがわかる．g＝一〇」45

はこの波の臨界点に対応している．これらの特徴は，・こ』

のモードが第8節で述べるように，・スビー波の過剰反

射（overreHection）というメカニズムによって生じてい

ることを示唆している．

　5．2．ジェツト・ひ（9）＝sech29・

　a）8＝0の場合

、天気”128・・2
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U（9）＝sech29の流れにおける（a）反対

称モード（1）と対称モード（皿）の流線
グと速度のの成分πノの例．反対称モー

ドは々一2，C一色φ一sech29のNSNM，
　　　　　　　3

対称モードは々一1，C4φ一sinhgsech2
　　　　　　　　　　　3，
．〃のNSNMに対して描いてある．（b）
不安定波の位相速度αと複素位相速度の
虚部αの波数依存性（Betchov・Crimina－
1e，1967）．

sech29で与えられ，・一ゐ＜1の波が不安定波であると予

．想される．

　第13図（b）は対称モードと反対称モードの位相速度

C・と複素位相速度の虚部αを波数の関数として示し

たものである（Betchov・Criminale，．1967）．反対称モー

ドは0＜々＜2に対して不安定で，位相速度は波数と共

に0から2／3へと増加する．1これに対して対称モードは

0くた＜1の波数に対して不安定で，位相速度は波数と共

に1から2／3へと減少する．複素位相速度の虚部αは

一すべての波数に対して反対称モードの方が大きいので，

増幅率もすべての波数に対して反対称モードの方が大ぎ

い．従って・一般にジェットの安牢性を議論するには反

対称モードのみを考えることが多い．ここでも，以下で

は反対称モードのみに注目することにする．なお，増幅

率最大の反対称モードを与える波数は々～0．9である．

　b）β≒0の場合

　Kuoの定理から，不安定波が存在する為㌍は一2＜β

　2＜一でなければならない（第14図（a）参照）．（3．5）を
　3
見てわかるように・βく0は東風ジ午ットに対応する．

Lipps（1962）はNSNMがφ＝sech2g、および，

第13図

　自由シアー流はβ＝0のときには1種類の不安定モー

ドしか持たなかったが，ジェットには2種類の不安定モ

ードが存在することが知られている．1つは波に伴らた

侶方向の流速％ノが9ニ0に関して対称なモード，、もう

1つは％’が反対称なモードである（第13図（a）参照）．

それぞれのモードについてNSNMが定義できることが

知られている．まず反対称モードに対してはNSNMは

々一2・C尋φ一sech29で与え肱ジエットの対

称性を考慮すると4．4．と同じ議論が適用できて，ゐく2

の波が不安定波であることが予想できる．一方，対称

モードに対してはNSNMは々』1，C＝盆，φ＝sihh　g
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3

　1981年2月

β＝一2C（3C－2）

　　ゐ2

C＝7　　6

（5．4）

（5．5）

で与えられることを示した．

　Kuo（1973，1978）は固有値問題を解いて，不安定波

の振舞を調べた．第14図（d）は波の増幅率を波数々と

βの関数として示したものである・西風ジェット（β＞0）

に対しては（5・4）は2つの正根C1，C2を持つ．（5．5）

を通してC1，C2に対応する波数島，h2の中立波ではさ

まれた領域に不安定波が存在するのが見られる．βが大

きくなるにつれて，最も不安定な波の波数は大きくな

り，それと共に増幅率は小さくなって行く．従って，西

風ジェットに対してはβ効果は安定化の傾向を与えると

言える．第14図（b）は位相速度の波数依存性をいろい

ろなβに対して示したものである．β＞oに対しては位

相速度は波数が小さくなると共に小さくなる．

　これに対して，・東風ジェット（βく0）の安定性には西

風ジェットになかったいくつかの特色が見られる．第f

に，β＜0のときは（5．4）め解で0くCく1を満すC

は1つしか存在しない．このCに対応する波数為め

中立波は高波数側での安定領域から不安定領域への移り

変わりを与えている．しか』し，低波数側にはNSNMほ

存在しないので，解析的な手段で低波数側に不安定領域

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゼ　ヨラ　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　13
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第14図 U（9）＝sech29の流れに生ずる不安定波の諸特性．（a）基本流U（9）と

ぴ，（g）の分布．（b）位相速度Cゲの波数依存性．（c）複素位相速度の

虚部C‘の波数依存性．（d）増幅率の波数及びβに対する依存性．（Kuo，
1973，　1978）．

≧安定領域の境目を見つけるのは難しい．Kuo（1978）

の結果（第14図（d））を見ると，βく一〇．6のときは低

波数側にも何らかの境目が存在しそうである．しかし，

この領域も固有値問題を数値的に解くのが難かしい領域

で，Kuoの結果にも多少のあいまいさが残っている

ように思われる．第2に，β＝一2における不安定性

のなぐなり方があまりに唐突のように思える．なぜ，

β＝旦付近のように滑らかに不安定性がなくならない

　　3
のかは将来説明されねばならない課題であると思う．

第3の特色は，最も大きな増幅率を与えるβとゐの組

合わせが，β＝・一・0．4，ゐ＝1。1になっていることである．

従って，東風ジェットにおいては1βkO．4の間では，

14

β効果が不安定化の働きをしていることになる．しか

し，1β1＞0．4ではやはり安定化の効果を持っている．

この時，波数が小さい擾乱においてより安定化の効果が

強く出るのは，今までの流れに対する結果と同様であ

る．第4に，第14図（b）（c）を見ると，一〇．6＜β＜一

〇．2に対して，波数為が0．5付近で，位相速度Cプや

複素位相速度の虚部（）‘の振舞が大きく変わっている．

第1の特色をも考え合わせると，このことは，東風ジェ

ットにおいても自由シアー層のβ，々が小さいときと同

様に，新しい不安定モードが存在する可能性があること

を示唆しているように見える．このことに関連して，

Yamasaki・Wada（1972）の行った興味深い研究があ

、天気”28．2．
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　　　　　　　　　　　　だる．彼等はU（Ψ）＝・一COS2－gで与えられる東風ジェ
　　　　　　　　　　　　2
ットが9＝土1にある壁で仕切られている時の安定性を

調べた．又，壁の位置の安定性に及ぼす影響を調べる為

に壁を忽＝土（1＋δ）に遠ざけ，1酬＝1と1＋δの間に

はU（ツ）＝0の領域を置いた場合も調べた．その結果，

壁がg＝土1にある場合の不安定モードに加えて，波数

の小さな領域に全く新しいモードが現われることを見つ

　　　　　　　　　　　　1
けた・このモードはδが万より小さい時は存在せ

ず，δを増すと共にモードの数は次々と増えて行く．9

方向の構造はシアーの強い領域（1訓く1）の外側では波

動的で，δが増えると共に9方向にr節」の多いモー

ドが次々と現われてくることがわかった．このようなモ

ードは西風ジェットには見られないものである．筆者は

U（写）・＝tanh　gの基本流において壁を9＝土Z）に置い

てZ）の値を変えたときの安定性を調べてみたことがあ

るが，Yamasaki・Wadaの見つけたモードと同様の振

舞をするモードがHppsの中立解で囲まれた領域より

波数の小さい領域に現われた．tanh　gの基本流に対し

ては無限流体を考えた時にもβと為が小さい時には波

動的な振舞をする新しいモードが存在することが知られ

ている（Dickcinson・Clare，1973）．壁の存在する時の

tanh〃と東風ジェットの安定性の類似性，又βと為

が小さい時に固有値間題を解くことの困難さがどちらの

流れにも存在すること等，無限流体中の東風ジェットに

も新しい不安定モードが存在する可能性を示唆する材料

は多い．

　最後に，一〇。6〈βく一〇。4における位相速度に着目す

ることにしよう．4。5．で導いた位相速度に関する制約

臨i・一轟くα〈娠鵡βを正にとって考えると

き東風ジェットの最大速度より速く西向きに伝播する不

安定波の存在の可能性を許している．第14図（b）を見

ると，一〇．6＜βく一〇．4で，ゐが小さい擾乱がそのよ

うな特徴を持っていることがわかる．Yamasaki・Wada

（1972）も先に述べたU（μ）＝一cos2一丑＿9型のジェット

　　　　　　　　　　　　　　　　2
で，基本流より速く伝播するモードの存在を報告してい

る．しかし，一般にこのようなモードの増幅率は小さい

ので，実際の現象に応用する場合には，それ程の重要性

はないかも知れない．

・6．連続スペクトルのモード

　この節と次の節では，今までその複雑さの為に故意に

記述を避けてきた2つの問題について述べることにす

る．まず，この節では第3節で少し触れた，連続的な固

1981年2月
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有値を持つモー・ド（continuum）について述べる．この

モードは不安定現象のみに興味がある場合にはほとんど

重要ではない．しかし，初期に任意の形の擾乱が与えら

れた時に，その擾乱がその後どのように振舞うかという

ような問題を考える上では欠くことのできないモードで

ある．

　最初に問題意識をはっきりさせる為に，U（Ψ）＝tanh穿

という具体的な流れの安定性をふり返って見よう．5．1．

で述べたように，β＝0のとき，この基本流においては

0＜々く1の波数に対して不安定波が存在する．ところが，

固有値間題（3．5），（3．6）の性質から，0とφが固有

値と固有関数のときは，その共役複素数0＊とφ＊も固

有値と固有関数になっている．従って，0＜ゐく1に対し

ては減衰波も存在することになる．これに対して，ゐ嵩1

では中立波が存在するが，ゐ＞1では固有値問題の解は

存在しないことが知られている．

　ここに、至って，当然生ずる疑問は，ある時刻云に

バ9）8伽（ゐ＞1）の形をした擾乱があったとき，この擾乱

はその後どのように振舞うだろうかというものである．

第3節で述べたように，普通この種の問題では，固有値

問題（3．5），（3．6）の固有関数から完全系を作り，∫（Ψ）

をこの固有関数系で展開した後，各固有モードの時間的

振舞を調ぺる．ところが，々＞1に対しては1つも固有

解が存在しないというのだから，途端に困難に直面する

のである．又，0くk1に対しても，唯1組の複素共役

な固有関数だけで，任意の初期擾乱を表現することはで

きない．これらの困難を克服したのが，Case（1960）に．

よって調べられた連続スペクトルの解である．

　まず簡単の為にCase（1960）に従って9＝土1で壁

に仕切られた2次元Couette流（U（9）＝9）を考えよ

う．このとき，固有値問題（3．5），（3・6）は，

　　（U－C）（φ”一h2φ）＝0　　　　　　　　　　　　（6．1）

　　9＝土1でφ＝0　　　　　　　　（6・2）

となる．（6．1）の解としては次の2通りが考えられる．

第1の解はφ”一為2φ＝0を満すもので，φ＝・48』吻＋IB6勉

と書ける．このタィプの解は一般には境界条件が与えら

れたとき離散的な固有値を与えるのであるが，今の場合

は（6．2）を満す解は存在しない．これはtanh　gの流れ．

における為＞1の場合に似ている．第2の解は，流れの

中に臨界点9σ（U（9σ）＝C）を持つ場合で，

　　φ”一た2φ＝δ（9－9c）　　　　　　（6．3）

を満たすようなものである．境界条件（6．2）を考慮する

とき，（6・3）の解はφ”一為2φ・＝0に対するGreen関数，

15
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σ（鰯一一ゐsi蓋h々［sin吻＞sinhゐ（・一9＜）］

で与えられる．ここでg＞はgと9cのうちの大きい

もの・9＜は両者のうちの小さいものである．Green関

数はQくc＜1の任意のCにっいて定義できるので，

このモードは連続スペクトルを持つ．ここで注意してお

きたいのは，0（9，9。）は9＝鱗以外では（6．1）を満

たすが，9＝9。では（6．1）を満たさないことである．

（（鮎一9c）δ（g－9c）はg・＝9cで0ではない．）従って，

0（g，g・）は普通の意味では（6．1）の解ではない．しか

し，このモードの重ね合わせで表現できる擾乱，

　　φ一五1五（c）σ（9，c）8明c　　（危4）

は初期値問題の式（3．3）を満たしている．この意味で，

0（〃，穿・）を広い意味での固有関数に入れておけば，擾乱

を固有関数で展開して表現するには便利なのである．

Case（1960）は初期値問題（3．3），（3・4）に立ち戻って

考えることにより，固有値問題（3．5），（3．6）において

それまで見落とされていたこのモードを考慮に入れ，こ

のモードの重ね合わせとして表現できる滑らかな形の擾

乱が時間∫と共に1／♂で減衰することを示した＊．

　次に一般的なシアー流について考えてみよう．（3．5）

を書き直すと，

　　　　　　　　　u”（U－o）（φ”一々2φ一乙L。φ）一〇 （6．5）

となる．この式はやはり2通りの解を持つ．第1の解は，

　　　　　　　　u”
　　φ”一々2φ一かCφ＝0　　　　（6・6）

が実空間に特異点を持たない場合の解である．この場合

には，（6．6）の2つの独立な解をZ1（9；の，Z2（9；C）と

するとき，φ＝．4z1＋Bz2（丑，βは定数）と書ける．境界

条件（3．6）から五，Bが0でない解が存在する為には，一

　　ll：12p：8露ε1卜・

であり，これから離散的な固有値が決まる．U（9）＝ta1止

ッのときには0く々く1に対して，この種の解が可能で

ある．0く々〈1に対しては1組の複素共役の固有値C，

C＊が存在するし，々＝1に対してはNSNMが存在す

るからである．ところが，ゐ＞1に対してはこのような

固有解は存在しない．

＊適当な丑（C）を与えて（6．4）の積分を計算する

　ことによってもφの時間依存性が大きなまに対
　して1／云に比例することは示せる（Eliassen・
　Hφiland・Riis，1953）．

．第2の解は実空間に特異点を持つ解である．U（g）＝C

を満すgをg。と書く，ことにし，g－9c＝ηとおくと，

（6．6）の解はFrobeniusの方法（寺沢，1954，p305参

照）により，

φ・（9）一η〔・＋嵩岬〕

　　と

φ2（9）一・＋潟跡＋糊φ・（9）1qgη

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6．7）一

で与えられる．logηの分岐をη＞0に対してlogIη1，

ηく0に対してlogIη1一π∫と定義すると，φ2（g）の実部

φ2アと虚部φ2iはそれぞれ，

卿）一・＋薯助＋旛）φ・（9）1・glη1
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となる．φ1，φ2プは（6．5）を満たすが，φ2‘は（6．5）を

満たさず，

φ耀φ一論φ一畷鵠）δ（9一鱗）（砿8）

の解になっている．従って，φ2‘は2次元Couette流の

場合の0（9，9。）に似ている．0（9，9c）を解と見なした

のと同じ意味でφ2iを（6．5）の解と見なすことにする

と，φ1，φ2ア，φ2‘は互いに独立なので，（6・5）の一般解は

φ＝」4φ1＋βφ2プ＋Cφ2‘（A，β，Cは定数）と書け，境界条

件は2つしかないので自由度が1つ残る．この為，固有

値Cとしては砺i．くC＜硯、xの任意の値が選べ，Cを

決めて初めて波の構造が決まる（Hn，1961）．以上のこ

とから，連続スペクトルが生ずるのは，（6．5）の解とし

て（6．6）の解だけでなく，（6．8）の解も含めたことによ

ることがわかる．Case（1960）はこの連続スペクトルの

モードが，時問的に2次元Couette流におけるGreen関

数のモードと同様の振舞をすることを示した．又，この

モードを広い意味での固有関数と考えることによって初

めて，固有関数系は形式的に完全系を構成することがで

き，任意の擾乱が与えられたとき固有関数の重ね合わせ

として表現できることも示した．U（9）＝tanhΨの基本

流で為＞1の擾乱が与えられたときは，連続スペクトル

のモードだけで表現でき，このような擾乱は時間と共に

1／ずで減衰する．これに対して，0く々く1では離散的な

固有値のモードと連続スペクトルのモードの両方が励起

されるが，時間と共に不安定波だけが目立つように騒る

、天気”28．2．



であろう．
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　7．粘性解と非粘性解

　非粘性の固有値問題が連続スペクトルの解を持つの

は，Rayleighの方程式（3．5）がUニCの所で特異点

を持つ為であることを前節で見てきた．粘性を考える

と，Orr－Sommerfddの式（5．1）は特異点を持たない

ので，連続スペクトルの解は存在しない（Lin，1961）．

従って，粘性解の非粘性の極限を考えても，連続スペク

トルの解は存在しないことになる．そこで生ずるのは，

非粘性の極限における粘性解と非粘性解とはどのような

関係にあるのかという疑問である．この問題は実は非常

に難解なので，限られた紙数の中で厳密に述べることは

不可能である．従って，ここでは大筋を述べるにとどめ

ることにするので，詳しく知りたい読者はLin（1955），

巽・後藤（1976）を参照して頂きたい．

　さて上記の疑問に答える前に，もう一度上で述べたこ

とを考えてみよう．Orr－Sommerfddの方程式がどんな

に粘性を小さくしてもU＝Cの臨界点において特異点

を持たないということは，どんなに粘性を小さくしても

臨界点付近では粘性の効果が無視できないということを

意味する．従って，高レイノルズ数の流れにおいては，

粘性の効果は臨界点付近に集約されていると言える．臨

界点付近以外の領域では，固体境界の付近を別にすれば

流れの性質は非粘性流のそれに近いであろう．以上のこ

とから，非粘性の極限における粘性解と非粘性解との関

係を調べたいときには，臨界点付近での粘性解の振舞を

調べれば良いことがわかる．

　この問題を考える為に，Lin（1955），巽・後藤（1976）

に従って（5．1）において変数g，U（g）を複素数に拡張

しよう．U（9）＝C（Cは一般に複素数）を満たす9を

9sと書くとき9＝9・は拡張された意味での臨界点であ

る．今，臨界点近傍での解の振舞を調べる為に，新しい

変数ηをεηニ〃一9sで定義する．ここでεは小さな

パラメータである．（5．1）をg＝g8近傍で表現すると，

〔ぴ（鱗）η＋｝εぴ（鱗）螺一εぴ（鱗）φ

　　　　　　一1塵＋0（ε2）　（牝・）
　　　　　　　　iた1～ε3吻4

となる．右辺の粘性項と左辺がっり合う為にはε～0

（R－1／3）であれば良いことがわかる．このことは，臨界

点のまわりに生ずる内部摩擦層と呼ばれる一種の粘性境

界層の厚さが0（1～一1／3）であることを示す．Uノ（98）≒0

の場合を扱うことにしてε＝（ゐRぴ（98））一1！3とおくと，

1981年2月
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　　喋＋・聯』・辮〔φ一誓鐸〕

　　　＋0（ε2）　　　　「　　　　　（7．2）

となる．この方程式の4つの独立な解φ1，φ2，φ3，φ4は

εに関する巾級数として求められ，第1種・第2種の

Hankel関数瑠〔暑（♂η）㍗3〕（π一・・2）．を含む積分形で

表現できる．ところで，粘性解の非粘性の極限（R→oo）

は，9一鱗を固定するとき1η1→・・と同等である．そ

こで，これらの4つの解において1η1→・oの極限を考

える．第・種・第2種のHanke1関数瑠〔著（勿刈

が1η1一・・での漸近形（弁）レ2（iη）一翫4exp〔（一・輝

｛そ（ずη）一篭｝〕を持つ為には・ηの偏角がそれぞれ

　7π　　　　　　　5π　　　11　　　　　　　　π一τ＜arg（η）〈「i「，一τπ＜arg（η）＜一じの範囲

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7になければならない・ηの偏角が両者の共通範囲｝百π

＜arg（η）略賜るときには・これらの漸近形を上記の

積分表示の解に代入して積分を実行すると，4つの解の

うちの2っφ1，φ2は，

Φ・（9）一η＋ε鵠1・誓

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7。3）
　　　　　　　　uノノ（98）
　　Φ2（9）～1＋εぴ（9、）η109η

となって，非粘性のRayleigh方程式の解（6．7）と一

致する．従って，ηが

　7π　　　　　　　　π
一一＜arg（η）く一
　6　　　　　　　　6

（7．4）

の領域では，非粘性解を粘性解の非粘性の極限と考える

　　　　　　　　　　　　π　　　　　　　5ことができる．ところが，一＜arg（η）＜一πの領域のη
　　　　　　　　　　　　6　　　　　　6
に対しては，（7．4）を満たすηに対して非粘性の極限で

（6．7）のφ2に移行する粘性解φ2が，非粘性の極限に

おいてもφ2に移行しないで，他の粘性解φ3，φ4と同

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　だ様の振舞をすることが知られている．この意味で，一く
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　6
　　　　5arg（η）＜石πの領域は粘性領域であると考えられる・

　さて，（7．4）で与えられるηの領域が，実座標gに

ついてどのような領域に対応するかを見てみよう．固有

値c＝α＋i（）づを持つ波に対する臨界点〃ε＝9sプ＋

勿8‘はU（gε）＝Cで与えられる．9s‘，αが小さいとす

ればα燭び（98プ）98‘である．今，一般性を失うことな

くぴ（9sγ）＞0にとり，arg（Uア（9s））《幻とおけば（）哲の

17
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第1表 非粘性問題と粘性問題からの非粘性の極根
とにおいて波の振舞にっいて得られる結論

の違い

歯iy醜

漸

惹

（◎Ci30

非粘性問題

粘性問題に
おける非粘
性の極限

たく島 ゐ＝＝潅o

議墾副中立波

ゐ＞ゐo

固有値問題
の解なし

連続スペクトルのモード

不安定波仲立波隊衰波
その他の離散的な固有値を持つモード
（無限個）

（c）CiくO

y・兆

ノ

第15図

　コ　ロ　　　　　
　：

y＝》も

粘性解の非粘性の極限が，非

粘性解と一致する領域（斜線

をほどこしてない部分）と一

致しない領域（斜線をつけた

部分）．（a）α＞0のとき．

（b）α＝・0のとき．（c）α

＜0のとき．

符号に対応して（7．4）で与えられる領域は第15図で斜

線のない領域になる．実際の現象は実軸上に対応してい

るので，実軸上の非粘性解を考えると，C‘＞0の場合

は，それが粘性解の非粘性の極限として意味があること

がわかる．ところが，α＜0の場合には，実軸上の一部

が粘性領域（斜線をほどこした領域）に入ってしまうの

で，そこでは非粘性解は粘性解からの極限としては意味

がなくなる注1）．α＝0の中立の場合には，実軸上に臨

界点9sが現われるので，9＜98から9＞98へと非粘

性解を接続していく時，複素平面上で上平面か下平面へ

と9＝9sを迂回しなくてはならない．このとき，非粘

性解が粘性解からの極限として意味がある為には（7．4）

を満たさねばならないので，臨界点9、の下を通ること

が必要である．このことから，中立波をC‘≒0からの

α→0への極限として考える時には，不安定波（C‘＞0）

からの極限として考えなければならないことがわかる．

　実は，我々は既に4．4．の定理で肋の符号を決める

際に，上で導いた結果を使っている．例えば，U（g）＝

tanh　gにおいて，0＜々＜1の波数領域に不安定波が存

18

在することを予想できたのは，非粘性での中立波を粘性

のある場合の中立波の非粘性の極限として考えたからで

あった．従って，4．4．を導くには粘性を考慮することが

不可欠である．しかし，上で見たように，不安定波に対

しては非粘性の極限における粘性解と非粘性解は一致す

るので，無限小の粘性を考慮することによって得られた

4．4．の結果は非粘性の場合にも有効である．

　ここで，非粘性問題と粘性問題からの非粘性の極限と

において波の振舞について得られる結論の違いを第1表

に整理しておこう．非粘性問題においては，狭い意味の

固有値問題の解として0〈たく島では不安定波とそれに

複素共役な減衰波，々＝々。では中立波が存在し，潅＞島

では固有値問題の解は存在しない．しかし，これらの他

に，すべての波数に対して，連続モードが存在する．固

有関数系は，広い意味で連続モードも固有解とみなした

とき完全系を構成する．これに対して，粘性問題からの

極限を考えると，0＜ゐくゐoで不安定波，ゐニゐoで中立

波，ゑ＞ゐ。で減衰波が存在する．（々＞ゐoでの減衰波の

存在は4．4．の定理を々＝々o一肋について考えることに

よって示される（Tollmien，1935）・）一般に，粘性問題

はここで考えたモードを含めて無限個の離散的な固有値

を持つことが知られており，これらの固有値に対応する

固有関数系は完全系を構成することができる．注目すべ

きことは，非粘性問題の固有関数系から作った完全系と

非粘性の極限における粘性問題の固有関数系から作った

完全系との間で，共通な固有関数は不安定波に対するも

のだけということである．このことに関係して，次のよ

うな思考実験を考えてみよう．

　ある時刻に非粘性の系（系1）と無限小の粘性を持つ

系（系皿）において，それぞれ全く同じなめらかな形の

擾乱が与えられたとしよう．系1においては擾乱の振舞

は（3．3）によって記述されるであろうし，系皿では（3・3）

に粘性項をつけ加えた式で記述される．物理的直観によ

、天気”28．2．
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（1ゆlll）

第16図　シアーが単調に変化する流れ

　　　　において，流体の一部が変位

　　　　したときの運動．

順圧不安定の力学

ると，粘性が無限小であれぱ，有限時間内の擾乱め振舞

は系1と系皿で異なるとは考えにくい注2）．しかし，この

現象を完全系で展開して記述しようとすると，系1と系

皿で全く異なった完全系を使わねばならない．ここで，

擾乱の振舞に関して2つの考えが存在するであろう．第

1は，展開する完全系は異なっていても，それを重ね合

わせた結果としての擾乱は同じ振舞をするという考えで

ある注3）．第2は，非粘性の極限でも非粘性解に一致しな

い粘性解を完全系に含んでいる以上，少しでも粘性があ

ればその重ねあわせとして表現できる系皿における擾乱

の振舞は系1におけるそれと異なるであろうというもの

である．Case（1961）は第1の立場を支持している．筆

者にも，第1の立場の方が合理的に思えるが，一般には

まだどちらの立場が正Lいのかについての決着はついて

いないようである．

　8．不安定の物理的メカニズム

　今までは，順圧不安定という現象を主に数学的側面か

ら見てきた．この節では不安定のメカニズムの物理的解

釈を試みてみたい．ここでは2つの異った角度からの説

明を述べる．第1の説明は，渦の変形という立場から見

たもので，古典的なLin（1955）の説明になかったいく

っかの問題一例えば，なぜ不安定波に短波長のcutが

存在するか一等を定性的に説明する．第2の説明は，

近年研究が進んできた波動と平均流との相互作用という

立場から見たもので，特にLindzen・Tung（1978），

Lindzen8’α1・（1980）等によって提案されているよう

な過剰反射（overreHection）と呼ばれる現象による不安

定の解釈を紹介する．

1981年2月
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　8．1．渦の変形による説明

　この項では簡単の為にβ効果がない系を考える．ある

いは慣性系から物事を見たと思ってもよい．Lin（1955）

はその教科書の中で不安定のメカニズムに関して次のよ

うな説明を行っている．

　まず，第16図に示すように，gが大きくなる程シアー

が弱くなるような基本流を考えよう．今，点Aにあった

流体が何らかの原因で点Bに動いたとする．A点におけ

る負の渦度はB点における負の渦度よりも絶対値が小さ

いので，A点からB点に移動してきた流体はそのまわり

の流体に対して相対的に正の渦度を持つことになる．次

にこの相対的に正の渦度を持つ渦（この渦をVと呼ぶこ

とにする）によって周囲の場がどう変わるかを考えてみ

る．渦Vの右側では，負の渦度の大きい流体が渦Vによ

って移流されてくるので相対的に負の渦Rが生ずる．こ

れに対して，渦Vの左側には正の渦Lが生ずる．そこで

更に渦RとLによる移流を考えると，渦Vに対応するA

点から移動してきた流体は再びA点の方向へ押し戻され

ることになる．同様のことはシアーが9方向に単調に増

加する流れでもおこる．これらのことは，シアーが単調

に変化する（変曲点が存在しない）流れが安定なことを

示唆しているように思われる．

　次に，第17図に示すようにシアーが一点1で極値をと

るような流れを考えてみよう．今，点Aにあった流体が

点1を通り越して点耳に移動したとすると，第16図に対

して行なったのと全く同じ議論により，A点から移動し

てきた流体は今度は下向きの移流を受けることがわか

る．Linはこのことは変曲点を持つ流れが不安定である

ことを示唆すると考えた．

　しかし，上に紹介したLiロの説明には実はいくつか

の欠点がある．まず，第17図においてA点からB点へ移

動してきた流体が下向きの移流を受けるまでは良いのだ

が，Linの議論に従う限り，この流体はその後も運動を

続けて，Aのg＝・0に関する対称点A’まで達してそこ

に落ちつくことが予想される．このような現象を不安定

というのであろうか？　第2に，Linの説明は不安定擾

乱のスケールについて何の情報も与えない．獄nの説明

に従う限り，A点はどんなに1点に近くても良いので，

どんなにスケールの小さな擾乱でも不安定をおこせそう

である．しかし。実際には第5節で見てきたように・，

滑らかな基本流はある臨界波長より波長の短い擾乱に対

しては安定である．第3に第17図に示された基本流は

Linの説明によると不安定でありうるのであるが，実際

には、巧φrセ漁の定理によって安定である．

19



70 順圧不安定の力学

A
∪（y

1 B
・
八

（1ゆ1黛）

　　　　↓

第17図　変曲点を持っ流れにおいて，

　　　　流体の一部が変位したときの

　　　　運動．

（G）

（b）

蒼
十

∪

十

一 一

　　猛∪蒼

砿聾

X曇

蕊滅
十

一磯狐

　
一

嫉

一

十 十

V管

X曇

十

X砦

十

獲

十

十

X静

猿

十
流

u灘．

一 十

）

十 一

第19図　（a）各象限における一砿∂ζ＊の符号．
　　　　　　　　　　　　　　　　∂¢＊

　　　　（b）砿”〃＊の符号

X

y
一一一一舗

■
1

”一一・一貿■
1

　・　．　■　■　■　■

”r一う
　　　～－

　1

　，

J
J
ノ

，’

　’

《

♂
」

誕一一・
●

’
1
‘
ぐ ■■一一■
，

1
■
・
ぐ ・●一一一
1
●
■
●
●

X＝→

第18図　移流による渦の変形．
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　以上のような問題点を念頭において，ここでは次のよ

うな思考実験を行ってみよう．基本流としてはU（9）＝

tanh　gを例にとることにする．何度も述べたようにこ

の流れは0くゐ＜1の擾乱に対して不安定で，々＞1の擾

乱に対しては安定である．不安定波の構造が渦状である

こと，又波の9方向のスケールが¢方向のスケール（波

長）に大体比例していることから，ここでは擾乱を円形

の渦で近似して考えることにする．ある時刻云＝0に∬

翼0，g＝0に中心を持つ円形の渦状擾乱を与えたとき，

この擾乱がその後どう振舞うかを調べるのがこの思考実

験の課題である．

　まず，場の対称性からこの渦の中心は時間的に動かな

いことが期待される．さて，もしこの基本流が不安定で

あることを少しの間忘れることにすると，この渦は基本

流による移流の為に，時間と共に第18図のようにシアー

の方向に傾けられてしまうであろう．このような渦の軸

の傾きは，4．6．で見たように擾乱から基本場へとエネ

ルギーが流れることを示しており，この渦は次第に弱ま

っていくことが予想される．従って，基本流にシアーが

20

あることは一般に移流の強さが9方向に異なっているこ

とによって擾乱を弱める働きをすることがわかる．

　ここで，今述べたことをもう一度渦度方程式を使って

少し詳しく調べてみよう．渦度ζ＊をζ＊＝72＊ψ＊で定

義するとき，渦度方程式（3．1）は次元のある量で

　　亟＝＿砿」亟一＋ぴ＊“＊　　　　　（8．1）
　　∂’＊　　　　∂∫＊

と書ける．初期の渦が，例えば

．ζ＊一一ζ・exp（一㌻92＊）

で与えられる場合のずニ0における渦度の変化傾向を

（8。1）から見てみよう．まず，右辺第1項は上で述べた

ように基本場による渦度の移流の効果を表わす．第19図

（a）は第1項に含まれる各項の符号を各象限毎に示した

ものである．例えば第1象限では砿＞0，」墾＞0な
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂¢＊

ので一砥亟く0となっている．この図から，第1項
　　　　　∂¢＊

は予想通り第1～第3象限の方向に渦を傾ける効果を持

っことがわかる．次に右辺第2項について同様の考察を

行うと，第19図（b）に示したように，第2項は第1項と

反対方向に渦の軸を傾ける効果があることがわかる．す

なわち，第2項は擾乱の構造を基本流からエネルギーを

もらい易いように作り変える働きする．

　以上のことから，tanh　gの流れにおいいては渦度方

程式の右辺第1項は擾乱に対して安定化効果，第2項は

不安定化効果を持つことが期待される．不安定が生ずる

為には第2項が第1項よりも大きいことが必要であろ

う．第1項と第2項の比を見積もってみると，

第1項一磯・（写）
第2項一砺～・（y夢）～0（華）（＆2）

、天気”28．2．
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ここに，γは基本流の代表的な速度，Lはシアーの強

～・領域（シアー・ゾーン）の代表的スケールである．又
も一・（子）の関係を使った．（＆2）より・スケールλ

がシアー・ゾーンのスケールLより大きいような擾乱

だけが増幅できることが予想される．

　今まではtanh忽のように不安定な流れを考えてきた

1が，第17図のように巧φrtoRの定理から安定なことが

保証されている流れについて同様の議論を適用すると，

第1項のみでなく第2項も安定化作用をもっことがわか

る．又ぴノの符号が変わらない流れでは，ぴノは・スビ

ー波におけるβ効果と同様な働ぎをする為，ぴノびは劣

方向への位相の移動を与えるだけで，擾乱の軸を積極的

に傾ける効果は持たないと思われる．これに対して第1

項は常に安定化効果をもつので流れは安定であることが

期待できる．

　以上の結果をまとめると，変曲点を持たない流れや，

変曲点を持ってもそこでシアーの強さが極大にならない

ような流れでは，擾乱は移流の効果によって変形され弱

められる．又変曲点でシアーが極大になる流れでも，ス

・ケールの小さな擾乱は移流の効果によって弱められるの

であるが，シアー・ゾーンの幅より大きなスヶ一ルを持つ

・擾乱ではぴノ〃の不安定化効果が移流の安定化効果に打

ち勝って増幅できることがわかった．ここでは話がわか

りやすいように，孤立した渦を使って説明したが，波形の

擾乱についても，同様の説明が与えられている（Garcia，

ユ956）．

　8．2．過剰反射による説明

　波動＊の運動量輸送における臨界高度の重要性が

Eliassen・Palm（1960），Chamey・Drazin（1961）によ

って認識されて以来，波動と平均流との相互作用につい

ての研究は目ざましい進歩をとげてきた．Bretherton

〈1966），Booke「●B「ethe「ton（1966）は鉛直シアー流中

を上方に伝播する内部重力波の臨界高度近傍での振舞を

調べた．特に後者は臨界高度でのリチャードソン数濫

】が1／4より大きいとき，入射波の8－2π（＆ロ1／4）2の部分

がそこで吸収され，残りが透過されることを示した．こ

こでリ乏ヤードソソ数脇R茗一蝋薯）2（灘

BrunトV乞・salaの振動数・一屍一は平均流の鉛直シアー）

で定義される．ノ～乞＞1ならぽ，臨界高度に入射した波動

のほとんどが，そこで吸収されてしまう．波動は吸収さ
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れても，波動の持っていた運動量はそこに残るので，結

果として平均流は臨界高度で加速されることになる．又

臨界高度に近づく波束を考えると，その波束全体が持つ

波動のエネルギーは次第に減少し，平均流のエネルギー

が増加する＊．これに対して，Jones（1968）は臨界高度

におけるリチャードソソ数が1／4より小さい場合を扱っ

た．そして，この場合には内部重力波が臨界高度に入射

すると反射がおこり，反射波のエネルギー・フラックス

が入射波のそれより大きくなるという現象が生ずる場合

があることを示した．この現象は過剰反射と呼ばれ，入

射波が臨界高度で平均流からエネルギーを得ることによ

って生ずると考えられる（田中，1975）．

　リチャードソン数鳥が1／4より大きいか小さいかに

よって，波動と平均流の相互作用の際のエネルギーの流

れの向きが変わるということは，不安定論の立場からは

非常に興味深い．なぜなら，まず第1に，成層のある鉛

直シアー流が不安定である為の必要条件は，流れの中の

どこかで1～i＜1／4であることである一（Miles，1961）・こ

の乱＝・1／4という値が波動の吸収と過剰反射，シアー

流の安定と不安定というそれぞれの現象の移り変わりに

対する目安を与えるのは単なる偶然でないように思われ

る．第2に，過剰反射というのは，何らかの原因で外的

に励起されている波動が臨界高度に入射するとき，平均

流からエネルギーをもらう現象であり，一方シアー流の

不安定現象というのは波が平均流からエネルギーをもら

って発達する自励現象である．前者が強制問題であり』

後者が自由間題であるという違いはあるが，この2つの

現象には密接な関係がありそうである．

　最近，Lindzen・Tung（1978），Lindzen8」α1・（1980）

はシアー流に関係したほとんどの不安定現象が過剰反射

に基づいて説明できることを提案した．ここでは順圧不

安定を例にとって，彼等の考え方を紹介してみよう．間

題を簡単にする為，基本流としてはU（9）＝tanh　gの

ように単調でβ＝0のとき唯1つだけ変曲点を持つよう

な流れを考えることにする．波動の9方向の構造方程

式は（3．5）より，

誰＋π2φ一・　　　（＆3）
　　　　　　　　　　　β一ぴ，
と書ける．ここでπ2＝・　　　一ゐ2である．％2＞0の
　　　　　　　　　　　u－c

＊ここでは不安定現象における中立波とは関係なく

　存在する中立な波（例えぽ，内部重力波・・スピ

　ー波等）を「波動」と呼ぶことにする．

1981年2月

＊波動のエネルギーと平均流のエネルギーとを分け

　て考えることは，しばしば混乱をまねくことが多

　いので注意を要する．この辺の事情については瓜

　生（1976）の解説を参照して頂きたい．
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第20図 （a）U（写）＝tanh　gの基本流の特性．（b）擾乱の波数が小さいときの屈折率π2の分布．

（c）波数がある程度大きい時のがの分布．

ときは9方向に伝播する・スビー波が可能であるが，

π2＜0のときは波動は伝播不可能である．さて，第20図

（a）のようにαぴノ，βが与えられたとき，波数々，位

相速度C（Cく0）の波動が9＝・・にある波源からシア

ー・ゾーンに入射してくることを考えよう（第20図（b）

参照）．図中g1，馳はが＝0となる点，9cは臨界点で

ある．一般に波動がシアー・ゾーンに入射するとき，一

部は反射され，一部は透過される．しかし，十分長い時

間にわたって波源からの入射が続いているときは，波動

に伴ったレイノルズ応力葡は臨界点節以外では9

によらなくなっている．一方，臨界点では葡には々π・

乙”ノ（9c）一β

　　　　　　1φ（g。）12く0だけのとびが存在する（Lin，
　び（9c）

1955参照）．と ころが，9＜92ではπ2＜0で波動の伝播

が不可能であるので完全反射がおこり爾＝0である．

　　　　　　　　　　　　　Uアノ（Zノ・）一β
従って，9＞9cでは碗＝・繰　　　　　1φ（γσ）P＜O
　　　　　　　　　　　　　　uア（〃。）

でなければならない．エネルギー・フラックス卿とレ

イノルズ応力との良く知られた関係励二一（U－C）ρ葡

（Eliassen・Palm，1960）より，9＞gcでは”＞0であ

ることがわかる．このことは，g＝。・から入射した波動

が，入射時のエネルギー・フラックスより大きなエネル

ギー・フラックスを持って反射されていること，すなわ

ち過剰反射が起こっていることを示している．第20図

（b）に示したような小さな波数ゐを持つ波動では過剰

反射を起こした反射波は大部分9＝ooへと去って行く

であろう．しかし，もし入射波の波数がもう少し大きくて

22

第20図（c）のようながの分布を与える場合か又は9＞

91に剛体壁があるような場合があったとすると，臨界点

での反射波は9＞91で再び全反射されて臨界点へと戻

っていくことが期待される．臨界点ではまた過剰反射を

起こすので，結局このようなことをくり返すうちに波動

の振幅は増大していくであろう．これは一種の不安定波

に他ならない．このような不安定波が存在する為には，

必ずしも9＞91で全反射が起こる必要はない．一般に，

屈折率がが大きく変わるような媒質中の波動は部分反

射を起こすので，過剰反射の度合が9＞91での部分反

射の度合より十分大きければ不安定波は存在可能であ

る．Lindzen・Tung（1978）は順圧不安定の為の必要条

件一Kuoの定理と巧φrto丘の定理一が過剰反射の

為の十分条件であることを示した．このことは再び，過

剰反射と不安定性とが深いかかわりあいを持っているこ

とを示唆しているように思われる．

　さて以上で，過剰反射の結果として不安定波が現われ

る可能性があることを示した．しかし，実際に過剰反射

に起因した不安定波が存在する為には，不安定波力t

（3．6）の境界条件を満さなければならない．一般にこの

条件はかなり厳しい制約であって，可能な不安定波の数

を非常に制限することなる．更に，この不安定波が，ある

中立波動の過剰反射の結果として生ずるものと仮定する

と，対応する中立波動の位相速度は不安定波のそれとは

異っているだろうし，中立波動自体は境界条件（3．6）

を満す必要はない．なぜなら，もし境界条件を満すよう

な中立波動が存在するならば，4．3．より臨界点と変曲

、天気∬28．2．
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点が一致せねばならず，臨界点でのレイノルズ・ストレ

ス痂のとびが0となって過剰反射はおこらないからで

ある＊．従って，ある不安定波が過剰反射の結果おこる

と断定するには，その不安定波と実際には実現しない中

立波動との対応関係を見つけることが必要になり，これ

は必ずしもやさしいことではない．しかし，不安定波の

増幅率が小さいときは，次のようにして中立波動の性質

から不安定波の増幅率を見つもることができる．今，過

剰反射の係数をR，臨界点と全反射面との距離を1，中

立波動の群速度のg成分をCgとすると，波動の振幅

は21／Cgの時間にR倍になるであろう．従って，不
安定波の増幅率はC91n　Rで与えられるであろう．
　　　　　　　　　21
Lindzen・Tung（1978），Lindzen8厩1。（1980）はβ平

面上の傾圧不安定も鉛直方向に伝播するロスビー波の過

剰反射で説明できると提案し，後者はChamey（1947）

の問題およびGreen（1960）の間題における不安定波の

増幅率を過剰反射の概念に基づいて求めた．その結果は

伺じ問題を固有値問題として解いた結果と定性的に非常

に良く一致している．過剰反射が波動と平均流との相互

作用に帰因していることを考えると，波動の可能な場の

中でのシアー流の不安定はすべて過剰反射によって説明

がつくかも知れない．例えば成層のあるシアー流では内

部重力波が，圧縮性のあるシアー流では音波が，β効果

のある水平シアー流では水平に伝播するロスビー波が，

β効果のある傾圧不安定では鉛直に伝播するロスビー波

が，不安定のメカニズムに大きな役割を担っていると思

われる．又，一見波動の存在しない純粋なシアー流におい

ても，シアー流の渦度勾配Uノノがβと同じような働きを

することを考えると，・スビー波に似た渦度波（vorticity

wave）が可能であり，この波動の過剰反射を考えるこ

，とができる．ここで，しばらくの間，成層のある鉛直シ

アー流を考えてみよう．成層がない時，同じ速度分布を

持つシアー流は不安定モード1を持つとする．Lindzen・

Tungの考え方によれば，この不安定は渦度波の過剰反

射によっておこっている．次に安定成層がある場合を考

えると，モード1の発達率は成層の効果によって小さく

なるであろう．なぜなら，運動が起ころうとすると安定

＊部分反射と過剰反射がバラソスするような中立波

　が可能な場合がある．このような中立波はSNM
　である．Dickinson・Clare（1973）に現われた第

　2モー・ド』は，Lindzen・Tung（1978）によると，

　このような中立波に連続するような不安定モード

　である．

75

成層に逆らって仕事をしなければならないからである．／

この意味では，安定成層は流れを安定化すると言える．

　ところが，ここで注意をしなければならないのは，安・

定成層を導入したことで流れが全く新しいモード（内部

重力波）を持つようになったことである．内部重力波は

渦度波と全く異った条件の下に過剰反射を起こすこと参

可能である．例えぽ，渦度波が過剰反射を起こす為には

流れの中に変曲点がなけれぽならないが，内部重力波は

流れの中のどこかに鳥＜0．25の点があれば過剰反射を

起こす可能性がある．従って，成層がなければ安定な変

曲点のない流れが，安定成層を加えた為に不安定になる

ことも十分ありうるのである．このような場合の例と

して，HupPert（1973），Chimonas（1974），Fua6’θ1．

（1976）等がある．さて，話をもとに戻すが，順圧不安

定においても，これと全く同じような現象がある．β＝0

のときには渦度波の過剥反射に対応するモードだけが存

在するが，β効果があると新たにロスビー波が可能にな

り，・スピー波の過剰反射に対応する不安定が現われる

ことがある．この新しいモードが，Kuo（1978）や、

Dickinson・Clare（1973）及びYamasaki・Wada（1972）

等によって見つけられたr新しい」モードに対応するの

ではないかと思われる．

　以上紹介してきたように，過剰反射という概念はシア

ー流中に生ずるあらゆる不安定を説明するのに非常に便

利な概念のようである．しかし，過剰反射がどのような

物理的メカニズムによって起こるかはまだ明らかにされ

ていないように思う．従って，仮に不安定現象が過剰反

射によってうまく説明されたとしても，実はそれで不安

定のメカニズムが解ったということにはならないのであ

る．そして，第1段階の不安定と過剰反射を結び・？ける

試みも，まだ最近始まったばかりでとても完全なもの1と

は言えない．

1981年2月

　9．弱非線形理論

　第3節の冒頭で述べたように，擾乱の振舞が線形論で

うまく記述されるのは擾乱の振幅εが1に較べて十分小

さ炉場合であった．線形不安定論によると，流れが不安

定なとき擾乱の振幅は指数関数的に増幅するので，初期

の擾乱の振幅がいかに小さくとも，有限時間内にはε＜1

の仮定が成立たなくなることが予想される．このこと

は，非線形の効果を無視しては擾乱の振舞が正しく記述

されなくなることを意味している．

　以上のような予想は，室内実験において，よりはっき

23



74 順圧不安定の力学

りした形で観察することができる．回転系における順圧

不安定の室内実験はH1de・Titman（1967），Yamagata・

Kimura（1973），Kimura（1976）等によって行なわれ

た．その結果によると，基本流に対するロスビー数Rb
（≡輩）がある臨界値を越えると渦状の擾乱が現撫

次第に発達してくる．しかし，一定時間たつと擾乱の発

達は止まり，一定の振幅で定常状態に達する．擾乱の発

達の初期は線形論で良く記述されるとしても，振幅が有

限にとどまって平衡に達するのは明らかに非線形効果の

表われと言わねばならない．従って，室内実験や現実の

大気・海洋中に生じる擾乱の振舞を正しく記述するには

非線形の方程式（2．2）を使わなければならないと思わ

れる．ところで，一般に非線形方程式を解析的手段で解

くのはた易いことではない．しかし，もし，擾乱の平衡

振幅εがなお1に較べて十分小さいならば，擾乱が線

形論的に発達し，やがて平衡表幅に達する過程を比較的

容易に調べることができる．それが，この節で紹介しよ

うとする弱非線形理論（Stuart，1960；Watson，1960）

と呼ばれる手法である．

　9．1。ランダウ方程式

　Landau（1944）は以下に述べるような物理的考察に

基づいて，擾乱の振幅IAlが小さいとき，振幅の時間変

化が，

41ALα凶＋δ凶3＋0（凶5）
漉

（9．1）

のように与えられるであろうと提案した．まず，擾乱の

振幅が非常に小さいとして0（lAI3）以下の項を無視す

ると，（9．1）は指数関数的に増大する解を与え，αは線

形論における増幅率にあたることがわかる．ところで，

振幅レ引が次第に大きくなって非線形効果が重要にな

り始めると，今考えている波数々の擾乱自身の相互作

用で0（レ112）の振幅をもった波数2ゐや0，（直流）の

成分が作られる．これらの波数0及び2々の成分と基

本モードの波数ゐの成分との非線形相互作用の結果と

しては，0（IAl3）の振幅をもった波数ゐの成分が作ら

れるであろう．従って，基本モードの振幅の時間変化に

おける非線形効果は0（レ1ド）で現われるはずである．

同様にして，（9．1）における高次の補正は0（1丑i2η＋3）

（n＝1，2，…）で現われる．（9．1）は次節で述ぺる弱非線

形理論において，中心的な役割を果たす式で，提案者の

名前をとってLandau方程式と呼ばれている．

　線形論においては（9．1）で0（レ413）以下の項を小さ

いとして無視した．弱い非線形論においては，0（i刈3）

24

の補正までは考慮して，0（lAP）以下を無視することに

する．このとき，・（9．1）は，

4凶一αIAl＋ゐ囚3
4’

（9．2）

となる．（9．2）は非常に簡単な方程式ではあるが，実は

非線形の安定性におけるいくつかの興味深い現象を記述

している．（9．2）の解の振舞を見る為に，安定性がある

1つのバラメータRのみによって記述されるような系

を考えよう．又，線形論から決まるある臨界値ノ～。があ

って，R＞乱では線形的に不安定であるとしよう．

（9．2）においてσは線形論から決まる増幅（減衰）率

なので，R……鳥に応じてσ……0である．これに対して，

δの値は次節で述べる弱非線形の問題を解いて初めて求

まるもので，どういう不安定現象を扱うかによって異な1

るものである．弱非線形理論においては，δの符号が最

大の興味となる．それは，6の正負によって（9．2）の

解の振舞が大幅に異なるからである．

　まず，δ＜0の場合を考えてみよう．Rく鳥のとぎ

は，σもδも負なので初期にどんな振幅レ11を与えて

も究極的に減衰してしまう．一方，R＞瓦のときは，

初期の振幅が小さいとき，0（IAI3）の項はほとんどきか

ないので振幅は指数関数的に増幅する．しかし，振幅が

大きくなるにつれて0（1刈3）の項がきき始め，増幅率

が低下して究極的には1脂傷で与えられる

平衡振幅に達して定常になることが予想される．第21図

（a）はこのような擾乱の振舞を示したものである．図

中，矢印は，擾乱の振幅の変化傾向を示している．Rく

瓦ではどんな振幅を初期に与えても，究極的には

レ引＝0に落ちつくが，R＞ノもではレ引＝レ引8に落ち

つく．このことはR＞鳥における（9．2）の2つの定

常解レ引＝0，1測，のうち1五1＝0は不安定平衡，

lAl＝1測εは安定平衡にあることを示している．なお，

αは普通4Rに比例することが多いので，図中1刈8を・

示す曲線は放物線として書いてある．擾乱が第21図（a〉

のような振舞をする場合の不安定性を超臨界型不安定

（supercritical　instability）と呼ぶことがある．このよう

な不安定性を持つ現象としてはBenafd対流・円筒

Couette流の不安定などがある．

　次に，δ＞0の場合の擾乱の振舞は第21図（b）に示し・

たようになる．R＜1～。のとき，（9．2）は2っの定常解

1胴1胴昨曙を持つカ㍉このうち1昨

0は安定平衡で，レ引＝IAI。は不安定平衡であること

、天気”28．2．
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有限振幅の擾乱に対する安定

特性．（a）超臨界型不安定
における平衡振幅．矢印は平

衡振幅以外の振幅を与えたと

きの，振幅の変化の方向を示

す．（b）亜臨界型不安定にお

ける臨界振幅．（c）0（レ115）

の効果をとり入れたとき’の亜

臨界型不安定．図中の曲線は

引AI4十例Al2十σ＝0で与え
られる．』

がわか為．又・R＞∫～・に対する定常解i刈〒Q峠不宋

定平衡である．このことから，Rく瓦のとき，吻期擬

乱の振幅が1且1・より小さければ，擾乱は究極的に減衰

するが，振幅が1測・より大きいならば振幅は増大して

いくことがわかる．この意味で，　141，は臨界振幅と呼

ぽれる．又，R＞鳥では，どんなに小さな振幅の擾乱

を初期に与えても振幅は増大していく．以上のことか

ら，6＞0のときには線形論によると安定であっても，

臨界振幅より大きい有限振幅の擾乱を与えると不窒定が

おζる可能性がある．このような不安定性を亜臨界型木

安定（s｝bcritical　instabllity）と呼ぶ・管の中qポア、ズ

イユ流の不安定は代表的な亜臨界型不安定の例である．

　さて・亜臨界型不安定を持つ系でRく1～・，の≧き臨界

振幅レ41・より大きな振幅を初期に与えたとした場合，

その振幅がどこまで増大していくかについては（9．2）

を考える限りわからない．，ζの間題に答え・る為硯嫡

（9・1）で無視した高次の補正を考えに入れてやらねばな

1981年2月

らない．例えば，（9．，1）で，0（1五15）までの項を考え，，

仮に0（1測5）の項の係数4が負であったとしよう．そ

の場合には，第21図（b）は第21図（c）のように補正さ

れる．R＞鳥ではどんな振幅を初期に与えてもレ1卜

1五1ε≡（（一δ一へ／爾）／24）1／2に漸近する．瓦＊く

R＜鳥のときには，初期の振幅1測¢がレ11。＜IAlC罵

（（一ゐ＋4δ2－4σ4）／24）1！2ならば究極的に減衰し，レ410

＞レ狂1びならばレ11＝凶詩こ漸近する．R＜瓦＊では，

どんなレ引oを与えても究極的に減衰してしまう．従っ

て，1～・＊は有限振幅の擾乱に対するRの臨界値である

ことがわかる．

　2次元のポアズイユ流について第21図に対応する図を

描くと第21図（c）のようになることが知られている

（Zahn8」・α」・，1974）・その意味では，上で述べた推論は

もっともらしい．しかし，弱い非線形の理論が，擾乱の

平衡振幅レ41・の小さいことを前提にしていることを考

えると，上で述べたことは実は必ずしも正しいかどうか

明らかでない．なぜなら，平衡振幅が小さいことが期待

されるのは，超臨界型不安定においてRが鳥に非常

に近い場合だけであるからである．従って，弱い非線形

論で6の値を決めることは，R＝∫～。の近傍でレ引＝

レ引θ又は・・i測cの曲線がR≦鳥のどちらかの方向へ

どれくらいの傾きで立ち上がっているかを調べることで

あると理解すべきであって，それ以上0（レ415）の項を

考えることがそれほど意味のあることとは思えない．し

かし，いずれにしてもδの符号を決めることは，・問題

にしている不安定性が超臨界型か亜臨界型かを調べるこ

とになり・非線形Q不安定性を調べる第1歩としては欠

かせなし、、手続きである．，

　9．2．弱非線形理論の手法。

　この節では・順圧不安定においても弱い非線形性碧仮

定すると擾乱の振幅の変化奉Landau方程式によって記

述されることを示す（Stuart，1960；WatsoP，1960）．

問題設定は第2節で述ぺたとおり（第1図参照）である

が，将来室内実験で理論を検証することを念頭におい

て，室内実験で重要と思われる上下の境界でのEk耳n無

摩擦の効果も考慮することにする．水平スケールをム

鉛直スケールをπ，水平速度を肌時間を9。幅1E－1！2，

β＊を9・砦1／2で無次元化するとき・（且・鴻

畜グψ＋R（紛｝グψ一器牽ψ）

　　　　　∂ψ
　　　＋β万＋2ク2ψ＝F　．　　（9・3｝
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と書ける．ここで，1～は基本流に対するレィノルズ数と

でも言うべき量で，ロスビー数R6（…yノΩcL）をエク
マン数E（…9浄）の平方根で割ったものである・す

なわち，R＝島／E1／2．RはβとEが与えられた時，基

本流の安定性を記述する唯一のバラメータである．一般

に，Rが大きい程流れは不安定である．（9．3）の右辺の

Fは，基本流を維持する為の適当なfbrcingである．

　さて，基本流ψo（9）に0（ε）（ε＜1）の小さな振幅を

持った擾乱が生じたとしよう．この擾乱の振幅が0（ε）

にとどまる範囲内で，どのように時間的に振舞うかを調

べるのが，ここでの課題である．9．1．でρ（ε）の擾乱の

振幅の時間変化に対する非線形効果は0（ε3）で現われ

ることを予想した．一方，擾乱は0（1）の位相速度で伝

播するので，ある一地点で擾乱を観察するときその振幅

の時間変化は0（ε）である．このように，極端に時間変

化の度合が異なる2つの現象を記述するのには，2つの

時間スケール云’，τを導入するのが便利である．渉，は

擾乱が線形論から決まる位相速度で伝播することに伴う

振幅変化を記述する0（1）の速い時間スケール，τは非

線形効果によって生ずる0（ε2）の遅い時間変化を記述す
　　　　　　　　　　　　　　　　∂　　∂　　　∂
る時間スケールである．このとき，一二一一＋ε2一
　　　　　　　　　　　　　　　　∂云　∂云’　　∂τ

と書ける．ε＜1の仮定によって，ψとRをεで展開

すると，

　　ψ＝ψ。（Ψ）＋εψ、（¢，9，≠’，τ）

　　　＋ε2ψ2（∬，9，ま，，τ）＋ε3ψ3＋……

　　R＝1じ〇＋εR1＋ε2R2＋……

Roとしては，線形論から決まる臨界レイノルズ数ノ～。

を採用する．これは，9．1．で見たように平衡振幅レ引e

又は臨界振幅1丑1，が小さいと期待されるのはR＝鳥

の近傍に限られるからである．

　以上のような展開を9・3．に代入して，εのオーダー毎

に整理すると，以下のような一連の問題が得られる．

・（♂）：2畿一F

　一般に左辺は0でないので，基本流を維持するにはエ

クマソ摩擦にバラソスするような適当なfbrcingFが必

要である．

0（ε1）：

　　券幽＋鳥｛勢・護隔一讐・毒囑｝

　　　　　∂ψ1
　　　＋β万＋272ψ・＝0　　　　（駄4）

ψ1として変数分離の可能な解，
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第22図　エクマソ摩擦があるときの順

　　　　圧流の安定特性．実線は中立

　　　　曲線を表わす．

　　ψ、＝Rε［ノ1（τ）φ、（9）8‘惹（¢一1～。cの］

　　　≡⊥（五φ1ε鷲θ＋ゑ＊φ18一‘るθ）　　　（軌5）

　　　　2
を仮定すると，（9。4）は

　　L潅（φ1）≡［漉1～o（U－C）十2］（φ1，，一々2φ1）

　　　＋∫潅（β一1～。ぴ’）φ、＝0　　　　　（9。6）

となる．ここで，．蘇（φ1）は（9．6）で定義される演算子

である．（9．6）はg＝土Pでの境界条件φ1＝0が与え

られたときCに関する固有値問題を構成する．しばら

くの間，ノ～oを一般のRと思い固有値Cの虚部が0に

なるようなRと波数差の組合せを求めると，第22図に

示したような中立曲線が得られる．この中立曲線の上

で，最小のRを与える点をCとし，この点における

Rと々を乱，島と書くことにしよう．擾乱が小さな

振幅を持つと期待されるのは，Rが1～，よりごく僅か

だけ大きい時である．この時，卓越する擾乱は増幅率の

大きい波数島の擾乱であると思われる．又，擾乱の構

造もC点における中立擾乱の構造に近いと考えて良いで

あろう．そこで以下では，1～o＝瓦とおいて（9．6）から

この中立擾乱の構造を求め，・そのような構造を持った

擾乱の振幅五が，Rが少しだけ瓦より大きい時にど

のように振舞うかを調べてみよう．0（ε）の間題は線形論

であるので，この段階では振幅ゑの絶対値を決めるこ

とができない．

　0（のの問題に進む前に，以下で多用するφ1の随伴

解という概念を定義しておこう．ある関数z1がg＝土P

で境界条件Z1富0を満し，Z1に共役な関数Z、＊を（9．6）

、天気グ28。2．
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の左辺にかけてΨ＝一Z）からZ）まで積分すると0にな

る時，Z、をφ1の随伴解と呼ぶ．Z1は今の場合，

　　42　　扉｛卜潔・（U－C＊）＋2］Z・｝

　　　一｛た2［一漉1～o（U－C＊）十2］

　　　＋叙β一R。ぴ，）｝Z、＝0　　　　　（9．7）

及び，忽＝土Z）における境界条件Z1ニ0で与えられる．

ここでC＊はCの共役複素数である．
0（ε2）：

　　券嘩＋鳥｛勢・畜嚥碧・赤胤｝

　　　　　∂ψ2
　　　＋β万＋272ψ2＝

　　　一R玉｛診・藷ψ・一讐・∂亀グψ・｝

一鳥｛1劣1・曇断讐骨幽｝

ψ2＝．B。（τ）φ2。（9）＋ノ～ε［．B・（τ）φ2、（9）8伽

　＋β2（τ）φ22（τ）82伽

（9．8）

とおいて（9．8）を直流成分と8伽，82伽成分に分ける
と，

　1）直流成分

　　2B。φ2。，’一潔・凶2（φ1ノφ1＊’ノーφ1＊ノφ1ノ，

　　　　　　　　　4

　　　＋φ、φ1＊”，一φ、＊φ、’”）　　　　・（9．9）

　（9．9）は9＝土Z）での適当な境界条件と共に解ける．

直流成分に対しては∂は最初から0なので，φ20＝0は

境界条件として使えない．Phillips（1954）はこの場合に

ほφ2。1＝0を境界条件として使えばよいことを示した．

この条件の下に（9．9）を解くと任意定数分だけが不定

で残るが，これは0と置いて差しつかえない．φ20は擾

乱の非線形効果による基本流の変形を表わしている．

（9．9）をgについて一回積分すると，

2疏φ2♂一∫々畢12舌（φ・φ・剰一φ・＊φ・）

　　　一＆毒（讐・筈〉

　この式は擾乱に伴うレイノルズ応力め発散が平均流の

加速になっていることを示している．（9．9）を解くにあ

漏て，とこではB。一輪圃2とおき，φ2。ノノーφ1’
　　　　　　　　　　　　　8
φ1串”一φ1＊’φ1”＋φ1φ1＊ノ”一φ：＊φ、，”の解をφ2。として使

うことにする．

1981年2月

77

　2）8伽成分
　　β1L為（φ21）＝一漉RlZ4［U（φ1”一々2φ1）一Uア’φ11

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9．10）

　境界条件はg＝土Z）でφ21＝0．（9．10）の両辺に随

伴解に複素共役な関数x1＊をかけて9＝一PからP

まで積分すると左辺＝0である．ところが，一般に
∫島Z1＊［灰φ1”一々2φ1）一ぴ’φ1］4〃は・でないのでR1－

0でなければならない．

　3）82伽成分
　　　　　　　　漉R　　、B2L2た（φ22）＝　o．A2（φ1’φ1”一φ1ノφ1”）

　　　　　　　　　2

　境界条件は9＃土10でφ22＝（玩β2＝∫為1～0242とお

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4

くとき，上式は，

　　［漉1～o（U－C）十1］（φ22”一4解φ22）

　　　＋i為（β一1～。U”）φ22＝φ1φ1’”一φ1ノφ1”

と書ける．φ22は波数々の擾乱自身の相互作用で作り出

された波数2々の擾乱の〃方向の構造を与える．

0（ε3）：

券グψ・＋贈・畜断1揚嚇1

　　　＋β讐＋272ψ3一一畜72ψ1－R・｛筈・

　　　　∂　　　　　　∂ψ2　　∂　　　　　　∂ψ2　　∂

　　　万72ψ2一万万72ψ・＋万●π71ψ・

　　　一讐舌7・ψ・｝一R・｛1穿・舌嚇

　　　一讐毒72ψ・｝　　（軌・・）・

ψ3としては8‘賊分だけを考えると・ψ3一去［E（τ）

φ3（ツ）8薇θ十E＊φ38｝騒θ］とおくことにより・　（9・11）は

　　1　　　　　　　　1　4A　　万駈（φ3）一一7万（φ1”覗2φ1）

　漉R－　　　2A〈U（φ1”一がφ1）一Uノ’φ1｝

　　2
＋ゑ2R・2胴12σ（φ1，φ2伽φ、2〉

　　16
（9．12）

と書ける．ここで，σは，

　　9（φ1，φ2・，φ22）一φ2・’（φ・”一盈2φ1）一φ2・”！φ1

　　　＋2φ1＊，（φ22”一4海2φ22）一2φ22（φ1＊”ノーゐ2φ1＊’）

　　　＋φ1＊（ψ22’”一4々2φ22’）一φ22’（φ・＊”一々2φ・＊）

で与えられる．φ3に対する境界条件は〃＝土Z）でφ3＝

0である．（9．12）にZ1＊をかけて〃＝・一Z）からZ）ま

で積分すると左辺は0になる．従って・

27
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σ＝

一∫ゐ∫島Z・＊［U（φ1〃一々2φ1）一ぴ，φ・］吻
iAl

∫島Z1＊（φ・’，一ゐ2φ1）吻

々2書・2∫島Z1＊・（φbφ2伽φ22）吻

δ＝

　　　　　　∫島Z1＊（φ1，一ゐ2φ1）吻

とおくとき，（9．12）は，

4z4
万二α細＋δ舶12 （9．13）

と書ける．z4は一般に複素数なので，A＝レ1［8仰と置い

て振幅の絶対値と位相の変化をそれぞれ求めると，σ＝

αプ十σ診，6＝6r十玩∫とおくとき（9．13）カ・ら，

禦L砺R2圃＋防IAI3 （9．14）

　　夢一α‘R2＋δi凶2　　　（ゑ・5）

　　　　　　　　　　　　　　　が得られる．擾乱の実際の振幅丑がε丑，τがε一％，

R2がゴ2∠1～（…ビ2（R－Rc））で表わされることに注意

すると，（9．14）は，

　　　　　　4協L繍λ1＋酬λ13　　（住・6）

と書ける．これは9．1．で説明したLandau方程式に他

ならない．従って，δプ＜0ならば超臨界型不安定性，あ＞

0ならば亜臨界型不安定が予想される．なお，伽は線

形論から決まる波数島に対する擾乱の増幅率を島αと

書くとき・　〔∂（験α）〕＿で与えられる．一万

（9．15）　カ、らセま1，

薯一α‘∠R＋ゐdλ12
（9．17）

が得られる．これから，R≒1～oのとき，擾乱の位相速

度はR＝・1～oのときから2つの効果によってずれること

がわかる．第鵡σ‘が〔∂（讐α）〕＿で与えられ

ることから明らかなように，Rがノ～oから∠Rだけず

れている時に，線形論から予想される位相のずれである．

第2は有限振幅の効果によって位相速度がずれる効果

で，ずれは振幅の2乗に比例する．定常状態においては

（9．16）からlZ12＝～竺L∠Rとなるので，
　　　　　　　　　　δr

（9．17）酔ま，

　　窪一（召・一讐）∠R

となる．これから，定常状態における位相速度のRoα

lO

9
8
7
6
5
4
3
2
1
O

×1σ2
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第23図　スペクトルモデルによって求めた擾乱の

9＝0における振幅の絶対値の時間変化．2っの
初期振幅（レ狂lo＝0．9382と0．2845）から出発した

結果が示してある．

U（y）＝tanh】r　　β＝0　　4R＝＝0．1

からのず繊一青（α‘一劉∠恥与えられるこ

とがわかる．

　以上は，順圧不安定における弱非線形の問題の一般論

であった．筆者は最近具体的な基本流U（9）＝・tanh写

とsech29にっいて，ランダウ係数δを求めてみた．

その結果によると，どちらの基本流においても，すべで

のβに対してδの実部ゐ。は負であり，順圧不安定が超

臨界型不安定であることを示している．第23図はU（9）

・＝tanh　gにおいてβ＝0のとき，初期に波数々c，レィ．

ノルズ数R、に対応する中立波の構造を持った擾乱を与

え，波数0，島，2島の成分のみを持つ極度にtruncate

された非線形スペクトルモデルを時問積分して擾乱の振

幅変化を調べたものである。図から，初期に与えた振幅に

よらず，擾乱の振幅は時間と共に一定の平衡振幅に近づ

くことがわかる．第24図は，こうしていろいろな∠1～に

対して得られた平衡振幅を理論値凶可響と較

べたものである．図は両対数で目盛ってあるので，理論

値は傾き1／2の直線で表わされる．∠Rが小さいときは，

スペクトルモデルの結果と理論値とは非常に良い一致を

しめすが，∠Rが大きくなると多少の違いが目立ち始め

る．これは，弱非線形の理論が，RがRcに近い所での

、天気”28．2．
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lO

第24図　スペクトルモデルによって求めた平衡

　　　　振幅（黒丸）と理論的に求めた平衡振

　　　　幅（直線）の比較．

み有効であることを示している．

　10．おわりに

　最初に述べたように，この小稿では順圧不安定の基本

的な性質について述べることを目標とした．この為に順

圧不安定には本質的ではないが，実際の大気・海洋にお

ける現象に応用する上では重要と思われるいくつかの効

果一例えば自由表面の存在による発散の効果，成層の

効果，非地衡風成分の効果等一によって，純粋な順圧

不安定波がどのような影響を受けるかについては敢えて

述べな：かった．これらの効果に興味のある方は，Lipps

（1963），Philande「（1976），Kuo（1978）等を参考にし

て頂きたい．又，9．2．で求めた定常解の安定性について

は紙数の関係で述べられなかった．この課題については，

8tuart・DiPrima（1978），Niino（1981）を参照して頂き

たい．

　大気中の擾乱で，順圧不安定の結果として生じている

ことが明確にされているものは，実を言うと必ずしも多

くない．僅かに，アフリカ波動と呼ばれる大西洋の赤道

地方で西進する擾乱が順圧不安定によって発生すること

がほぽ確実になっている程度である（R．ennick，1976；

Simmons，1977； Mass，1979）．しかし，確認され準現

象が少ないということは，順圧不安定が大気の力学にと

って重要でないということでは決してない．現に，古く

から言われている太平洋西部の赤道地方で見られる偏東

風波動の間題，インド洋のモンスーン低気圧の間題（増

田・石田・西・新田，1980），冬の北陸地方で見られる渦

状擾乱の問題（Asai・Miura，1981）等，順圧不安定に

よって起こるのではないかと疑われている現象は数多く

存在する．海洋においても，中規模渦の成因や赤道潜流

の安定性等，順圧不安定に関係ありそうな問題が様々な

1981年2月

角度から調べられている．将来，十分な観測データが整

うようになれば，順圧不安定の結果生じていると断定さ

れる擾乱も次々と見い出されるのではないかと思う．

　この小稿は，東京大学海洋研究所海洋気象部門のセミ

ナーで昨年1月に紹介したreviewをもとにしてまとめ

たものである．一セミナーの後，その内容を文章にまとめ

るようにお勧め下さった海洋研究所の浅井冨雄・木村竜

治の両先生に深く感謝致します．又，木村竜治先生と助

手の吉崎正憲さんには，日頃からいろいろと御指導を頂

いたり・雑談に時間をさいて頂いただけでなく・今回は

原稿に対して多くの有益なコメソトを頂きました．お2

人に心から感謝致します．東京学芸大学の松田佳久さ

ん，東京大学の松野太郎先生1京都大学の巽友正先生・

後藤金英先生にも多くの有益なコメントを頂きましたこ

とを感謝致します．

　このように多くの方々のお世話になりながら，筆者の

勉強不足から不完全な内容になったのではないかと危惧

しております．内容に関して読者の皆様の御批判・御叱

責を頂ければ幸いです．
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（注1）　非粘性のオイラー（以下Eと略す）方程式獄，粘性を考慮したナヴィエ・ストークス（以下N－Sと略す）

の式に較べてより低次の微分方程式であるので，E一方程式はN－S方程式に較べて自由度が少ないと考えることが

できる．このような考えに立つと，E方程式の解は非粘性の極限でのN－S方程式の解に一致してもよさそうに思

える．しかし，E方程式をE方程式に任意の高階微分をっけ加えた方程式で高階微分の係数を0に近づけたときの

極限と考えることもできる．この場合，E方程式はN－S方程式よりも多くの自由度を持っていると言える．この

ように考えると，非粘性の極限でN－S方程式の解がE方程式の解に一致する必然性はないことになる．

（注2）擾乱がなめらかなとき（「なめらか」というのは，ここでは擾乱に伴う速度の大きさをO（1）とするとき・

擾乱に伴うシァーがO（1）であるという意味で使ってある．），N－S方程式において粘性項の大きさはO（1～曙1）で

ある．従って，O（R）より短い時間では粘性の効果は無視できると期待できる．もし，擾乱がなめらかでなく，

例えば速度が不連続を持つような場合には，短い時間であっても粘性の効果を無視することはできない．従って，

系1と系皿では擾乱の振舞に違いが生ずるであろう．

　Tatsumi・Gotoh・Ayukawa（1964）は粘性問題の非粘性の極限でゐ＞々oに対して存在する減衰波の構造を調べ，

速度に不連続があることを示した．この波の減衰率は0（1）であるので，減衰が粘性消散によってひきおこされる

と仮定すると波に伴うシアーの強さは少くとも0（R1！2）以上であると思われる．一方，当然の事であるが，々く々o

で存在する不安定波はなめらかな構造を持っているので，非粘性の極限で粘性項は無視できるようになる．
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（注5）々＞島の擾乱は，系1においては連続モードの重ね合わせで表現されるので，時間診と共に1／’で減衰す

る．これに対して，系皿においては指数関数的に8－Pεのように減衰するモードの重ね合わせで表現される．各モ

ザの重ね合わせの振幅をA（ρ）と書くと・擾乱の振舞は・五。OA（ρ）8一吻（厳密には離散的妙に関する和）

で表わされる．もし，且（ρ）＝1ならば擾乱は1ノ云で減衰する．従って，指数関数的に減衰するモードの重ね合わ

せによっても代数的に減衰する振舞を記述できる可能性はある．

日本学術会議第81回総会報告

　日本学術会議第12期最初の第81回総会は，1981（昭和

56）年1月20，21，22日の3日間，本会議講堂で開かれ

た．

　第1日は，定刻9時30分開会直ちに会長，副会長選

挙に入り，会長に伏見康治第4部会員，人文科学部門副

会長に岡倉古志郎第2部会員，自然科学部門副会長に塚

，田裕三第7部会員を選出した．

　午後は，第12期の活動を円滑にするための予備的検討

委員会の報告が行われた．その後各部会を開き，それぞ

れ部長，副部長，幹事を選出した．

　第2日は，15時すぎまで第11期の経過報告にあてられ

た．伏見会長は，前期の本会議の活動について所感をの

べ，総合的な科学技術振興策樹立の必要を強調した．つ

づいて運営審議会付置各委員会，各部，各常置委員会，

各特別委員会から経過報告が行われた．各報告とも，特

に80数名の新会員を念頭において，学術会議全体，各

部，各委員会の性格や活動をうぎぼりにする配慮の下で

行われた．なお，第12期への引継ぎ事項等も報告され

た．その後各部会を開き，第12期の活動計画等について

審議した．

　第3日は，まずr第12期活動計画委員会（仮称）の設

置並びに各種委員会の当面の措置について（申合せ）」

が提案され，運営上の問題等についての意見が出された

のち，原案を可決した．

　つづいて第12期活動計画に関する自由討議に移った．

学術会議の活動の基本的なあり方については，総合的・

学際的とりくみ，個々の科学者との連繋，長期的展望を

もった継続性の必要等が強調された．さらに学術会議の

組織・運営上のたてまえとしての自主・民主・公開の重

要性等が指摘された．それとの関連において第12期に具

体的にとりあげるべき重点課題として，人文・社会・自

然科学の総合的発展の方策，都市間題，平和問題，福祉

問題，学問体系の現状の洗い直し，学術情報生産・流通

問題，発展途上国との学術協力問題，教育問題，学歴社

会問題，国公私立大学問題，婦人科学者問題，食糧問

題，原子力問題，沖縄問題等々が，新会員を含む30数名

から提起された．

　さらに第12期活動計画をめぐる討議の一環として，第

80回総会において採択されたr工学技術振興の方途を早

急に講ずることについて（要望）」について説明があり，

これをめぐって種々の質疑，意見がかわされた．

　総会終了後，各部会をひらき，第12期活動計画委員会

の委員の選出などを行った．引きつづいて第1回の第12

期活動計画委員会を開いた．

　こうして第12期の活動が始まった．会員の出席率は，

第1日97．6％，第2日95．7％，第3日93．8％であった．

　　　　　　　　　　　　（日本学術会議広報委員会）
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