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気象，気候における稀現象の解析

鈴　木　栄　一＊

　はじめに

　1977～1984年の間にいくつかの気象統計，気候統計

の国際会議が開催され，気象極値（meteorological　ex－

tremes）と気候稀現象（climatic　rare　events）の統計解

析がその都度取上げられ，このテーマに対し強い関心が

示されている．

　その理由は社会的諸関係が複雑多様化してきたため日

常的によくおこる気象現象よりも災害の原因となる異常

現象への関心が高まってきたからであろう．

　岡本雅典氏のr第2回統計気候学国際集会報告」（1984

「天気」VoL31，No・11）はコンパクトで正確なもので

あるが，紙面の都合でこのテーマに関する研究報告の多

くが省略されている．

　このリスボン会議での第10セッションで，座長となっ

た1・1・Gringortenと筆者は簡単なsummarized　memo

でこれまでの研究現況と今後の諸問題をあげて総括をし

た記憶がある．

　このmemoと，筆者が十数年来まとめてきたr極値

予測論」をもとに，予備知識を全くもたない方々に理解

して頂けるように解説してみたい．

　そのため，主要な問題の提起と用語の説明をまず行う

ことにする．

1．問題提起と用語

具体的な問題として，次の3つをあげることができよ

う．

＊Eiichi　Suzuki・青山学院大学経済学部．
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　（a）ある地点の％＝10年間にわたる年最大風速デー

タとして¢1ニ47，∬2ニ50，…，¢10・＝41（単位m／s）が与

えられた．これにより現二20年および菟二50年にお

ける年最大風速の極値を予測せよ．

　（b）ある地点の積雪深データNニ150個を収集し，

その度数分布を作った．ここから大きさ％の標本を抽出

し，その最大値をもとめると，標本のとり方により異な

っているが，もとの度数分布と，この最大値のあらわれ

方との関係は？

　（c）面倒な数式をなるべく用いないで，グラフによ

りデータを処理する合理的な方法はないか？

　この他にも問題はあるが，考察の要点が不明確になる

ので，一応上記3問題を中心とする．

　つぎのことは知っておられる方も多かろうが，この解．

説で用いられる基本用語を一括しておく．

　（i）順序標本（順序統計量）…ある母集団から大きさ

nの標本を抽出したとき，これを小さい方から大きい方

へと順序にならべたもの．

　（ii）極値…順序標本における最大と最小で，気象界

では最大を極値とすることになっている．

　（hi）稀現象…ある所定の小さい確率でおこる現象を

いい，この小さい確率は分析目的に応じ，理論モデルで

きめておく．

　（iv）再現期間…任意の∬以上の値が出現する確率

P（X≧∬）の逆数で・もしこの確率が0・1なら再現期間

丁＝＝10となる．　これをrecurrenceinterva1ともいう．

　（v）確率変数…不確実性をもつ事象の元に．割当てら

れた実数変数で，例えば日最大風速など．
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　（vi）母数…度数分布モデル（つまり確率分布）の形

態特性を示すもの．例えば正規分布での期待値μ，分散

σ2やポアソン分布でのλなど．

　（vii）パラメータ…変数間の関係式にみられる定数や

係数および基本分布から変形，誘導された分布の母数。

　（viii）極値確率紙…横軸に順序標本またはその換算

値をとり，縦軸にこの順序標本をこえない確率（非超過

確率という）をとったグラフ用紙で，一般に縦軸を不等

間隔にしてデータを記入し分布形態を判断するもの．

縦軸に再現期間を補足することもある　（2重指数型，

Weibu11型など）．

　（ix）極限分布…想定された無限母集団から大きさn

の標本をとって，n→・oとしたときに得られる何らかの

標本統計量（例えば極値の換算変数）の確率分布．

　気象界では確率変数と通常の変数を混用したり，母数

とパラメータを区別しないこともある．この解説では一

応区別しておくことにし，問題（b）をモデル化するこ

とからスタートする．なお石原健二（1981）の研究解説

も是非読まれることを期待したい．ここでは併読をすす

めるため，なるべく上記解説との重複をさけた．

　2．もとの分布と標本最大の分布の関係

　気象界でよく聞かれる素朴な質問の1つは，rなぜ，

極値分布はもとの分布に関係なく指数型なのか？」であ

る．この質問に正面から正確に答えた解説的報告は気象

界にはほとんどなく，そのため時に誤解があったのはや

むを得ない．（b）のようにデータを150個も集めれば，

その度数分布図は一応安定した母集団的なものとなり，

これをもとの確率分布としてモデル化してよいであろ

う．そこで，第1図によって，数学的厳密さを少し犠牲

にして基本的事項を要約しよう．

　積雪深のように連続な確率変数と考えられるものを一

般にX（大文字）とし，その確率分布関数をP（X≦¢）≡

．F（劣）と書く（小文字劣は実変数）．この母集団から大き

さπの順序標本

　Xニ（X1，濁，…，Xπ），X1≦X2≦…≦X冗

を得たとする（n個の標本といわずに大きさ翅というの

は理論上このXを上記不等号を満たすn次元確率変数

とみるからである）．

　そこで，最大順序標本（極値統計量）の確率分布関数

をP（Xπ≦窺）≡F（蹴）二仏とおくと第1図のような状

況となる．ただしこの図では分かりやすくするため，数

学的厳密さを犠牲にしてXを1次元化し，P（濁≦切…
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順序統計量と対応する分布F（劣）のモデル．

F（飽）を一括して縦軸で示し．F（α）≡0とした．（ただ

し，nは可能な下限値）

　明らかにπを大きくすると脇→1，1一砺→0となる

が，灰1一脇）がどんな分布をするかについて次の基本

定理が成立つ（証明略）．

　〔基本定理〕1一脇が連続で，密度関数3（1一脇）を

もち，9（0）＝・6（＞0）が存在するなら，n（1一脇）は

％→・・のとき指数分布に収束し，その確率分布と密度関

数とは容易に

潟聡≦9〕＝1一四｝　　（z・）

となる．

　しかしこれでは脇→1だけで，F（蹴）が1に近づ

く“速さ”が考慮されていない．この速さについてはこ

の逆関数窺＝F噌1（脇）の形状を用いた3つの定理と，

分布F（∬）の形状を用いた同様な3つの定理とがある．

ここでは後述するFisher－Tippettのタイプとの関連が

分かり易い後者だけを要約した形であげる（鈴木栄一，

1980～1983（1）を参照）．

　一般に，極値統計量X％はπが大きくなるほど大き

くなる．そこで錫に依存する実数伽，尻を用い（Xη一

6η）／伽を安定した変数として考える．この極限分布に

ついては，Fisher，R．A．and　LH。C．TipPett（1928）以

来，多くの研究がなされ，B・V・Gnedenko（1943）によ

って極値極限分布が存在するための統計的な猶要十分条

件が明示されて，理論面はほとんど第2次大戦終期まで

に決定的な結論が導かれたと思われている．

　それはもとの分布F（¢）の具体的関数型に関係なく，

F（劣）について成り立つ極限的性質に依存して，3タイ

プの極限分布のどれかに収束し，これら以外の分布に収

束しないという有名な結果である．

楓天気”32．12．



この3タイプを以下にあげる．

（1）すべての¢に対し．F（∬）く1で

1im｛1－F（加）｝｛1－F（¢）｝一1＝ゐ帰α

工→○○
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が双＞0），α（＞O）で成り立つならnに依存する2つの

パラメータσπ，6りzを

　F（伽）＝．F（6η）＝1一％鞠1　　（απ＞0）

とするとき確率変数（Xη一砺）／伽の極限分布は，

⑳）＝rP（一が）1書1｝　　（z2）

　（2）有限な∬oに対してのみF（¢o）ニ1で，どんな小

さいε（＞0）をとっても．F（∬o一ε）＜1となっていると

き

　1im〈1－F（勉＋∬。）｝〈1－F（劣＋¢。）｝一1＝乃α

　ズ→一〇

が双＞0），α（＞0）で成り立つなら，パラメータ伽，尻

を

　F（δ？z）＝1－n－1，伽＝劣o－6％

とするとき，確率変数（Xη一尻）／碗の極限分布は

⑳）二lxp（一（一∬）り1…1｝　（Z3）

　（3）z→∬。（¢o≦＋・・）のとき0に収束するzの連続関

数A（2）が存在して

　1im｛1－F（～（1十丑（之）¢））｝〈1－F（ε）｝一1＝・8一工

　2→∫0

ならば，パラメータ伽，尻を

　F（伽十み冗）ニ1一（n6）』1，．F（δπ）＝1－7¢軸1

とするとき，確率変数（Xπ一尻）／伽の極限分布は，

　φ（¢）＝exp（一exp（一∬））　　　　　　　　　　　　　　　（2．4）

　以上のようにXπを1次変換した（Xπ一δの／伽の極

限分布とはF（¢）の性質の具体的きめ方で導かれ，広義

のワィブル型か2重指数型かのどちらかである（（2．2），

（2．3）は広義のワイブル型，（2・4）は2重指数型）．

　数学的にはこれで良いのだが，実際はこの極限分布へ

の収束がπ→・・のとき，決して速くない（場合によって
　　　　エ
はへ／n　のオーダーである）点に注意しなくてはなら

ない．

　この点は，chin，E・H・and　J・F・Miller（1977）や筆

者（1979）らによって具体的に注意されている．（上記

2人は1imiting　fbrm　ofFisher－TipPet　Type（上記（2．4））

is　reached　exceedingly　slowlyといったが他のタイプで

もほぽ同様におそいである．）

　最近，A．F．Jenkinsonは融通性のある・一般モデルを
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提示し，後で解説する四分位解析（qqartile　analysis）

との比較を具体例で示した．

　この理由は，“πが大きくないと，挽に3種類の極限

分布のどれが実際に適合するか分からないが，挽の分布

はこれらとあまりかけ離れた分布型にはならないであろ

う，％が大きくなれば，当然極限分布型のどれかを応用す

る分析方針をとるべきだ”．という点にある．その上，四

分位解析とも併用可能な電子計算機向けのoperational

routineの開発も試みている．

　A．F。Jenkinsonは3パラメータ極限分布の一般型を

　F（¢）＝exp｛一（1一乃（∬一劣o）／α）1／乃｝　　　　　　　　（2．5）

と書き，これがM．Frechet（1927）の「安定条件」（コ

ーシー分布のように分布型の式，特性関数は存在して

も，平均，分散が存在しないという不安定なものでない

といった条件）を満たすことを指摘した．

　ここで，α，¢o，たがパラメー一タであり，Jenkinsonの

換算変数（reducedvariateを仮にこう訳した）gを

9一一青1・9｛・一乃（㌘・）｝　　（a6）

とおくと，明らかに∬と9の換算関係は

z一偲・＋α｛1－ex努吻）｝・

　　9＝一10910gF（劣）一1　　　　　　（2．7）

となる．この9への換算の意味は古くR．Von　Mises

（1936）により考察されているが，ここでは省略した．

　問題は3つのパラメータ乃，α，倫をどう解釈し，ど

う推定するかである．

　まず為について考えると，容易に

　（i）ゐ＝・oなら換算は線型式¢＝∬。＋αgであり，こ

れをRsher－TipPett　Type　I（つまりGumbe1の2重

指数型）という．

　（ii）々＜0なら換算は非線型式であり，これをFisher－

TipPett　Type　！Hという．

　（iii）々＞oなら換算式はやはり非線型式であり，これ

をFisher－TipPett　Type皿という．（第2図参照）

となることが分かり，（2・5）は3種類の極値極限分布の

どれにでもなり得る一般性をもつことが確認される．

　っぎにαは、為＝0としたJenkillsonの2Pモデル
（two－parameter　model　of　extreme　value　distribtion，

7．2参照）における換算∬→写の比例係数であり，最後

にz。はこの換算の定数であると理解できる．（この他の

解釈，つまり確率分布としての型に対する解釈として

scale　parameter，size　parameterを持ち出す説明も一応

5
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第1表　も，との分布と極値分布（V．T．Chowによる）

もとの分布（確率密度）

¢→○○のとき0に近づく．

　　　　　exponential　type

正規型：∫（κ）＝6θで♂

カイ2乗型：∫（π）ニ66一厩卿／2－1

対数正規型：∫（π）ニ6ビα（109劣）2

指数型：ノ’（κ）＝66『・∬

ガンマ型：∫（τ）＝・6θ一肱∬d

あるオーダー以上のモメント

　を持たないコーシー分布

　　　　1　　　λ2∫（¢）＝一
　　　　πえ2＋（z一μ）2

　　　　1　　1∫（∬）＝一
　　　　π　1十劣2

∫α）一｛毛⑰）簑：i

　のようにtruncateされた分布
∫（劣）ニ6¢α（ξ一∬）b

　　　（6，α，δ＞0）

　といったベータ分布

極　値　分　布

P（X≦¢）ニビε一（α＋■）／c

（≡F（¢））

∫（劣）ニ6一ゼ（α＋エ）／o×6一（α＋¢）・c

　　御／万
α＝7一σ一μ
　　　π

＿ぺ／万

6一一σ
　　π

7＝0．57721

．P（X≦∬）＝θ一（θ／a；）乃

θ＝F（X％）

々ニany　one　order　of　moments

P（X≦∬）＝8一（（ヱーε）／（θ一ε））乃

為二∫（劣）の10westderivative

　のorder
θニF（Xπ）

極値∬の範囲

一〇〇＜∬＜十〇〇

Type　I

0≦二∬≦；十〇〇

Type五

一〇〇＜∬くε

Type皿

可能である．）

　つぎにこの3つのパラメータを順序標本換算値g1，

馳，…，少によって最尤法で推定する手法が示された．

しかし，この一般化された3パラメータ極値分布を実際

に適用するとして，3パラメータを推定する最尤法の結

果に関しJenkinson自身，推定量の誤差分散行列に問

題があることを次のごとく指摘している．

　The　variance－covariance　matrix　fbr，the　parameters

shows　some　unstable　characteristics，but　experience

indicates　that　we　may　use　fbr　a　given∬，the　standard

errors　of　estimates　obtained　fbr　the　same　value灘肋m

the　two　parameter　modeL

　（つまり理論的には誤差大きく不安定になり勝ちだが，

実用性は一応あるという意味であろう．）

　もとの分布の特性条件に応じて3種類の極限分布が導

かれるといっても実際家にはピンとこないだろう．V・T・

Chow（1964）が記述的に示したものをもとに，筆者が

検討整理した結果を第1表に一括し，見やすくしておい

た（多少疑問点もある）．

　さらにWMOより寄贈されたレポートにより，hニ0，

6

々く0，た＞0に対応して¢⇔“の換算関係（2．7）をグラ

フに示すと第2図のようになる．

　この第2図は，WMOのレポートによるもので原文

そのままとしたがType　Iの直線に比べType豆と

Type皿の対照的な性格がよく反映されている．

　要するに，極限分布としては，第2図に示した3つの

Typeのどれかになるのだが，いずれもデータが十分多

く　（100以上），もとの分布状況を確実に見定め得る場

合の結果であることを注意しておこう．（よってこれら

は問題（b）への完全な解答ではない．）

　3．有限標本での極値統計量の分布

　前章で説明したことは大きさπの標本での極値統計量

Xπ（確率変数）が％→＋・・のとき，どう分布するかの

間題であり，現実には決してπ→＋・・とはならないの

で，実用上はどこまでも有限標本とした上での極値を考

察しなければならない．そこで有限標本に限定した取扱

いが必要である．

　（a）基本的出発点

　一般に連続な確率変数Xの分布関数P（X≦∬）…F（∬）

、天気”32．12‘
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Generalequation
　X・＋α（上詳）

which　simplifies，for　k＝O　to
x＝Xo十αy（Type　I）

　　　10
X＝＝XO一丁α

第2図 Schematic　representation　of　the　Fisher－TipPett　types　of∬，〃dia－

grams（WMOレポート［13］による）．

が与えられ，その密度関数∫（∬）＝4F（∬）／4砂が（一〇〇，

＋oo）で存在するとき，この母集団から得られた大きさ

πの順序統計量（確率変数）

　X1≦濁≦…≦X臨

の同時密度関数（π次元）は容易に

　8π（∬、，∬2，…，κπ）＝刎∫（¢、）∫（∬2）・・ゾ（¢η）　（3．1）

　一〇〇＜例＜∬2く…〈蹴＜十〇〇

と書かれる．

　これを基本的出発点として，多くの公式が解析的に導

びかれている．

　たとえば5番目の順序統計量濁の密度関数は（3．1）

の周辺分布密度として

　9（切＝ππ一、α一1F（切乞一1〈1－F（切｝η一‘　（3．2）

だから，濁＝X％とおくとその最大（確率変数）Xπの

分布の密度関数はよく知られているように，」＝nとお

いて

9（挽）一π（∫∋』∫（¢）⑳吟（蹴）
（3．3）

と書かれ，有限なπを考える限り，明らかに∫（∬），∫（職）

のexplicit　fbrmが決定的な役割を果たす．

　さらに，順序統計量の間隔（spacing）の期待値は，一

E（X乞＋1一濁）一（1）隠即）｝乞｛・一F（∬）｝噸

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．4）

　　　　ぎニ1，2，…　π一1

1985年12月 7
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となるし・瓦・X2，…・Xη一1を所与条件としたときの＆　　　　　f（、）

の条件つき分布を示す密度関数は

∫（銅劣1，¢2，…毎、）＝∫（zη）〈1－F（∬η一1）｝一1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．5）

　　　　飾＿1≦∬η＜十〇〇

となることも分かる．

　この他の諸結果もいろいろあるが，ここでは省略す

る．

　（b）極値予測に必要な理論的結果

　予測に必要な条件つき期待値と分散の定式化をするた

め，X、，X2，…＆を条件としたときのXη＋1の分布につ

いて考えると，その条件づき分布の密度関数は，もとの

分布を．F（¢），その密度関数を∫（¢）として（3．5）の％

をn＋1に置き換えて

∫（¢η＋11の1，∬2，…，zη）＝ゾ（zη＋1）｛1一．F（∬π）｝一1（3．6）

　　　　翫≦翫＋1〈十〇〇

とし，条件づき期待値と分散は（3．6）からそれぞれ

　E〈X？z＋1！¢1，¢2…，¢π｝

　　一｛・一F（窺）｝一111握1∫（毎1）4毎1（a7）

　Var〈Xπ＋1囮，∬2，…，∬η｝

　　一｛・一F（職）｝弓∫1卵娠1∫（毎1）碗1

　　－E｛Xη＋1隔，∬2，…，∬η｝2　　　　　　　　　（3．8）

と表される．ここで実際の計算上困難なのは，これらの

右辺の定積分項である．たとえば1例として，降水量の

ようなGamma分布をするものを考えてみる．もとの

分布がこの分布型の場合，密度関数は次の式で与えられ

る．

　　　　　βツ
∫（劣）＝r（レ）召『βツのツー1・0≦∬＜＋…レ＞O・β＞0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．9）

ここでパラメータβとレは，標本平均房と標本分散S2

を用いることにより積率推定法を適用すれば

　・　牙2　　　　菊
　レ二評・β＝評

として与えられる．従って条件づき期待値（3．7）と分散

（3．8）を計算する場合，明らかに定積分値をexplicitに

数値計算可能な形で得ることはできない．

　そこで我々は次のような近似的結果を導く手続きをと

った．

　分布関数F（飾）の代わりにその期待値E｛F（蹴）｝で

近似的に置き替えるために

　8

f（x轟）

　XI　X昇　　　　　　　　　　　X“轟：　　X随

第3図　ガンマ分布に対する近似モデル．

X

　　　　　　　　％　E〈F（∬の｝ニ
　　　　　　　％十1

を用いることにする．

　まず条件つき期待値を次の式で近似的に与える．

E〈翫・1¢1・毎…・蹴｝≒（π＋・）∫12漁）4¢

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．10）

しかしながら，上式右辺の定積分は∬の関数で解析的に

扱うのが困難であるので，蹴で切断された指数関数を

用いて漸近近似をする．

　第3図のように∬＝¢πからスタートして減衰する曲

線

∫（∬）ニ∫（勾θ一6（炉κη），o＞0，劣ε（¢π，＋・・）

で近似できるとすると

ll卵∫（劣迦イ（翫）飾ll卵一4∬一∫争）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3．11）

であり，さらに

　～　＋oo　　　　　　　1　　　∫（劣）4∬≒　　　　　　　　（3・12）
　劣π　　　　　　％十1

であるから，（3．11）と（3。12）　よりo≒（π＋1）∫（∬π）

という近似的関係式を得る．ゆえに，条件づき期待値

は，

　E〈Xπ＋11∬1，¢2，…，蹴｝

≒（n＋・）ll》（劣）グ¢　号「（3・3）

ただしδ÷（匁十1）∫（篇）

の形で表され，結局以下のようにして逐次に予測値
ム　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　ハ

X？乙＋1，＆＋2，…，Xπ＋ブをもとめ得る．

、天気”32．12．
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E〈Xη＋11¢1，¢2，…蹴｝

　　　　　　　1　　　　　　　　　　　＾
　≒¢π十　　　　　　　　　　　　．→ズπ＋1
　　　　　（n十1）∫（翫）

E｛Xπ＋21¢1，¢2，…¢π，弟η＋1｝

　　＾　　　　　　　1　　　　　　　　　　＾
　≒翫＋1十　　　　　　　　　　　　　→翫＋壱
　　　　　（勉＋2）∫（弟π＋1）

E｛Xπ＋ゴ1∬1，¢2，…，飾，弟％＋1，…，弟π＋ゴ＋1｝

　　＾　　　　　　　　1　　　　　　　　＾
　≒翫＋ゴ＿1十　　　　　　　　　　　＝エπ＋ゴ
　　　　　　（鬼十ゴ）∫（£％＋ゴー1）

（3．14）

　予測誤差を示す条件づき分散についても同様の近似が

可能である（定式化省略）．ただし，この近似は2つの

近似関係（3．10）および（3・12）が実際に適用されると

考えられるときにのみ応用される．

　もし，もとのXの分布が一様分布で，その密度関数

が，

∫⑫）二都竺旛捌 （3．15）

であるなら，容易に次のような結果が得られる．

施）二摩鴛癒謂｝　（3・6）

これに対応する分布関数瓦（蹴）は

取蹴）一1許n弊14蝦号）告・く銅＜θ｝

　　　＿1，　　θ≦¢π　　　（3・17）

　よって，簸，∬2，…，蹴を与えてXη＋1の条件づきの諸

確率（たとえばXπ＋1が¢％と0．9θの間に入る確率な

ど），条件づき期待値と分散E（Xη＋11∬1，劣2，…，飾），

Var（＆＋11¢1，¢2，…，飾）を解析的にもとめることは容易

である．

　さらに，もとのXの分布が指数分布（たとえば，特定

の台風における最大風速の単純な度数分布のモデル）で

あるときも，同様に解析的表現が可能である．（もとの

分布がこうした1母数を持つ単純な確率分布の場合は学

生の演習問題水準なので，ここでは省略した．）

　こうしたことから，最近の統計気候学国際会議での一

傾向として，

　r比較的単純な極値予測間題に対しては，もとのXの

確率分布を一様分布か指数分布と仮定するか，そのいず

れかに適当に変換して処理できる」

という風潮が見られるようになった．

　しかし，いずれも1つだけの母数しかもたないこのよ

うな単純な分布におきかえ得るほど，現実の極値予測は

やさしくないことも多い．

655

　（ただ単純に処理できそうな場面に，わざわざ複雑な

極値予測手法をもちこむのも賢明ではない，要するにデ

ータをみて判断することにな「る．）

　4．極値確率紙のモデル

　ここでは問題（c）を主として取り上げる．この確率

紙は元来，面倒な数式を用いないで，稀現象や極値のデ

ータをグラフ上で処理したいという要望に対して生まれ

たものである．

　一般に，確率紙とは横軸に標本の値紛，碗，…，侮を

とり，縦軸にこれらをこえない確率P（X≦∬1），P（X≦

∬2），…，P（X≦蹴）をとって％個の点｛¢，P（X≦窺〉｝，

（づ＝1，2，…，π）をプロットするためのグラフ用紙である．

　そこでまず，プ・ットの根拠から説明しよう．第4図

にはプ冒ットの基本的モデルが示されているが，ここ

では縦軸にガ番目の順序統計量X（i）の再現期間（retum

period）を併記することも多いことを示している．ただ

し極値確率紙（Extreme　probability　paper）に対しては

通常の標本と区別するため，順序統計量をすべて濁で

なく，X（‘）とした．

　一般にあるXがX（‘）以下である確率P（X≦X（乞））≡

．F（X（‘））をX（ε）の非超過確率（non－exceedance　proba。

bilily）といい，1－F（X（‘））をx（ε）の超過確率という．

このとき，この逆数

　　　　　　　　1T（X（‘））＝・一F（X（ε））　　　　（生・）

はX（‘）をこえるものが存在する期間の長さを示すので，

これはX（i）の再現期間（retum　period）である．

　この基本モデル図では縦軸，横軸の目盛をとくに明示

していないが，現実に用いられるものはともに等間隔で

ない非線型目盛で，プロットされた点が単調増加型直線

状のとぎ，3タイプの極値極限分布のいずれかに合うよ

うに工夫されたものである．

　一般に大きさの順序標本（確率変数）が連続な無限母

集団から得られたとして，それを

1．0

0．2

0

P（X≦X“））

●　●●●．●

●●●

1985年12月

T（X（1））

5

xu》xの　　　勘　　・つ・・…　　xo　…　　x（“一D　Xω　　x

第4図　プ・ットルールの基本モデル．

9



656 気象，気候における稀現象の解析

　Xl1）≦X（2）≦X（3）≦…≦Xl‘）≦…≦X（η＿1）≦X＠）

と書き，確率変数XがX（‘）以下である確率を

　P（X≦X（‘）），（歪＝1，2，…，π）

と書くことにする．（同じX（6）が2度あらわれること

もあるので，一応等号をすべて入れることにする．）

　プロット手法は，大別して次の3つに分類されるの

で，その考え方とそれらの根拠を以下に示す．

　（A）経験的方法

　（i）　Ca1澁）rnia　plot；

第2表 パラメータα，δに関する若干の数値例

　　　　　　　　　　（WMOによる）

プ・ット名

Chegodayev

Blom

Tukey

Gringorten

Jenkinson

σ

0．3

3／8

1／3

0．44

0．31

δ

0．4

1／4

1／3

0．12

0．38

　％個中X（ε）以下のものは∫個あるので

P（X≦X（ε））＝・♂／n，∫＝1，2，…，銘

とする．しかしこれはづ＝男のとき，

P（X≦X（π））＝・π／π＝1，P（X＞X（π））＝0

（4．2）

となり，X（η）をこえる標本は標本のとり方に関係なく，

絶対にあらわれないこととなり，連続な無限母集団から

有限個の標本抽出をしたという点で明らかに妥当でな

く，今は用いられなくなった．（Ca1面mia河の流量デ

ータ解析で，昔用いられた．）これを補正したのがHazen

のプロット方式である．

　（ii）Hazen　plot：

　これはP（x≦x（∫））＝・i／nの右辺がもつ前記のような

欠点を補正するため，右辺分子iをこの代わりにズー1／2

としたもので，その根拠はX（ε）より小さいX（‘一1）以下

のものは確かに♂一1個あるが，X（i）についてはr折半

した形」という意味で1／2を加えることにし，（ど一1）＋

1／2＝♂一1／2を用いるもので，結局

　P（X≦X（i））ニ（i－1／2）／π＝・（2ガー1）／2n　　　（4．3）

とする方法によるプロット方式でかなり広く用いられて

きた．

　（B）期待値的方法

　これは順序統計量X（i）はもとの母集団から大きさn

の順序標本を抽出するとき，その取り方により違い得る

確率変数だが，そのr非超過確率P（X≦X（‘））という

確率変数の期待値」がもとの母集団分布モデルの関数

形に関係なくガ／（n＋1）となることを利用する方法で

Thomas　plotとも呼ばれ，

　P（X≦X（乞））ニi／（％十1），づ＝1，2，…，n　　　　（4．4）

となる．これはまた，第4図で示されたような標本に

よる％一1個の横軸区間（劣（1），∬（2）），（∬（2），∬（3）），…，

〈灘（π一1），¢（η））の前後に（一・・，¢（1）），（∬（％），＋・・）の2

つを加えてn＋1個の区間で全領域をカバーしたとき，

どの区間に入る確率も等しく1／（π＋1）と考えることを

根拠として上のThomas　plotを導いたと説明する向き

10

もあるが，それはやや便宜的な根拠説明で正確ではない．

　従って，むしろ順序統計量に関する定積分表現による

期待値的考慮から導かれたとする方が，統計的には説得

力がある．（証明略）

　（C）数値実験的方法

　これは正規分布とか他の適当な連続変量の確率分布か

ら発生された適当な擬似乱数（現実に得られるのは擬

似乱数で，真の乱数はあり得ない！）n＝50，100，…，

10000個をもとに，実験的関係式

　P（X≦X（ε））＝（夢一σ）／（π十δ）　　　　　　　　（4．5）

を想定し，正の小数σ，6を極値確率紙（主として2重

指数型）上でこの乱数順序標本データがもっともよく直

線上にのるようにもとめたもので，この具体的な実験結

果のいくつかを第2表に示しておく．

　この場合，極値確率紙の変数表示目盛（横軸），確率

表示目盛（縦軸）をどう選択するかで小数α，6はちが

ってくるが，ここでは横軸を線型目盛，縦軸を2重指数

確率分布型が適合するとき，直線上にプロットされた点

が並ぶような2重指数確率目盛が採用されている．

　こうした数値実験的方法が提案された理由は，標本数

nが大きくなっでもその中での極値X（π）の分布が極値

極限分布へ収束するのがかなりおそいため，2つの補正

α，δが必要となるからで，各プロットの優劣はなかな

か決めにくいが，一一応のスタンダードとしてWMO

（水文気象のワーキソググループ）では水文学的データ

に対して第2表の最下欄にあるJenkinsonのプ・ットを

実際家にすすめている．

　上記の3つのプロット方式に関するこれまでの検討結

果を要約するとGumbe1型（Fisher－Tippettl型）な

らJenkinsonのプロット方式がよく，weibu11型な：ら

Thomasのプロット方式（4．4）がよいとな：っている．

　いずれにしてもこの根拠については有限なn個のデー

タ（つまりπ年間の年最大値を収集したデータ）を用いる

限り，完全に問題が解明された訳ではなく，数理統計学

、天気”32．12．
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2重指数確率紙へのある種の災害記銀をプ・ットした例（角川

正義氏の御教示による）．

の理論面での専門家によっても決定的な解答案がないの

が現状である．よって筆者は期待値的方法（Thomasの

プ・ット方式）をどの分布型にも利用し，もっとも直線

が適合しそうな極値極限分布型（3つの型のうち1つ）

を導入することを現段階ではすすめている．

　5．極値確率紙の実際利用と極値分布

　WMOでは前記ワーキンググループがMaximum
noodsの評価分析手法確立を目指して発足し，1972年

にTechnical　Noteとして総合的レポートを提示した．

約300ぺ一ジにのぼる彪大なもので，ここでは一部分だ

けを抽出し，紹介しよう．これは問題（A），（C）への

具体的解答である．

　横軸に順序標本をとり，縦軸に非超過確率をとって，

確率紙により分析することを主眼とする．

　一般に大ぎさnの順序標本

　X1≦X2≦…≦Xl・≦…≦X7ト1≦Xπ

に対して，分布F（¢）の値を考えるとき，∬二濁に対

する．F（¢）の値は（歪一1）／銘と物の間であるとする．

このときF（濁）の‘中央値’としては（♂一〇・31）／（π＋

0．38）が十分近いと考えられた．他方N．N．Chegodayev

（1953）は（♂門0．3）／（π十〇．4）を提示し，A．Hazen

（1930）は（i－0．5）／n，　1．Gringorten　（1963）は（」一

〇・44）／（n＋0・12）をそれぞれ提示したことを前章で示し

た（いずれも中央値的でなく平均値的の意味をもつ由）．

　前記ワーキンググループは（づ一〇．31）／（π＋0．38）を種

々の理由をあげてすすめている．そこで，X1，X2，…，
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アメリカでのある災害記録の2重指数
確率紙へのプ・ット例（日本原子力研

究所角川正義氏の御教示による）．

Xl，…，Xηに対し，それぞれ，F（X1）＝0．69／（π＋0．38），

F（X2）＝1．69／（％十〇．38），…，．F（濁）＝（♂一〇．31）／（銘十

〇・38），…，．F（＆）・＝（麗一〇・31）／（n＋0．38）を対応させる

と，再現期間丁（切とF（窺），防との関係は，

　T（濁）＝｛1－F（濁・）｝一1，ズ＝1，2，…，％　　　（5．1）

1985年12月
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第6図　Fisher－TipPett豆型の極値確率紙の1例（Thom，H．C．S．による）．

　μ＝一109109〈T（濁）／（T（濁）一1）｝，

　∫ニ1，2，…，π　　　　　　　　　（5．2）

となり，縦軸の等間隔目盛に濁，横軸の等間隔目盛に

9iをそれぞれ記入し，この図上で（濁，g∫）（ズニ1，2，…，駕）

を記入すれば結果としてn個の点がプロットされる．

　このプロットされた点群に対して，3つの曲線型

1≡i王羅iliiliiiiii謹i｝⑮の

のいずれかを適合させ，どれかもっともよく適合するも

のを選んで，それをもとに外挿を試みるのが極値予測の

図式分析法の基本である（第2図参照）．

　（ワーキンググループは多くの具体例とモデル，既往

の研究集約とそれぞれに対する見解を述べているが，こ

こでは省略する．）

　要するに（5．3）のような曲線あてはめ（Curve　Htting）

とその延長（extrapolation）の問廟として，極値予測を

図上で行うことをこのグループがすすめている由．

　これは実際家向けのマニュアル提供に重点をおいたか

らであり，理論面はEJ・Gumbe1（1958）およびA．F．

Jenkinsonの書物（1969年に刊行，その後改訂されたも

の）と彼の一連の研究（1955～1969）に負っている．

　一一方実際利用を簡単に説明するため，まず日本原子力

研究所角川正義から頂いた2重指数確率紙への見やすい

記入例をあげよう（第5図）．

　つぎにFisher－Tippett五型の極値確率紙モデルとそ

12

の記入例を第6図，第7図に示す．

　実際的使用に便利な2重指数確率紙は，日本規格協会

その他で販売されている．

　第7図はアメリカで計測された，ある自然環境要因X

のデータ％＝94個からつくられた順序標本データ∬（1），

¢（2），…，¢（g3），¢（g4）をもとに，Fisher－Tippettπ型が比

較的よく適合することを示す一種のモデル的具体例の紹

介である．（つまりπ＝94個の全データをプロットする

と重複があるので全データが記入されている訳ではな

い．）横軸にはXとしてこの環境要因順序標本を不等間

隔目盛で示し，縦軸左側はFisher－Tippett皿型が適合

すれば直線的データ配列となるような非超過確率．P≡P

（X≦侶（‘））の目盛，縦軸右側は再現期間（retum　period）

T＝1／〈1－P（X≦∬（ε））｝のPに対応する不等間隔目盛

をとってある．明らかに最小値∬（1）を示すA点と最大

値¢（η）を示すB点を除き，ほとんど左下から右上に向

う単調で増大する傾向直線1が適合するように見られ

る．さらにその下側直線Lは，この下には全くプ・ット

された点がないような一種の下限的境界直線を示す．

　こうしたr直線の式」は縦軸目盛特性が与えられれば

容易に定式化されるであろうが，問題点としては，この

第7図のように直線からみてとび離れた点A，B　（極大

か極小であることが多い）が存在するとぎ，および，直

線1でなく，共通の中間的1点を共有する2つの折線が

考えられるときに，合理的かつ適切な処理手法は何かと

いうことであろう．

、天気”32．12．
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第7図 Fisher－Tippett豆型極値確率紙への記入例（Wantz，J．W．によ

るが原論文中の図を少し変形拡大したのでやや不正確である）．

　後者については1つの解決策としてr複合型極値分布

モデル」の適用がある．（たとえば，複合型Weibul1分

布適用例が石原健二により示された．）

　前者のように∬（1）または劣（。）がとびはなれた位置

にある場合はどうすればよいか．

　この点の合理的処理法は今のところ未開発であるが，

次のことが手法開発のためのヒントを与える．

　（a）極値極限分布のバラメータ推定量（確率変数）

の推定誤差を考慮して，第7図のような直線1の信頼限

界つまり順序標本とし｝う特殊な変量に見合う特殊な信頼

双曲線を設定しその限界内にプロットされた点が入って

いればよいとする．

　（b）いずれかの確率紙上にプロットされた記録値の

集団に対して，rデータ自身の信頼限界」（あてはめた

通常の直線回帰式に対する・一種の許容限界（tolerance

boundaly））内に入っていればよいと考える．

　（c）新たに別の有限極値分布を考察する．

　このように，プロットされた順序標本データに対し，

その信頼性とか誤差を評価するような限界をつける研究

が1．1．Gringorten（1963～）以来，少しずつすすめら

れてきた．そこでこの点をなるべく実際に統計処理する

立場からみて分かりやすい形で要約しよう．

　6．極値確率紙と包絡線（Envelope）

　極値確率紙上に実際の順序標本データをプ・ットした

場合，前章で述べたような意味での信頼限界や許容限界

を設定することは極値予測の立場からも要請されてい

た．それに対する1つの考え方が1．1．Gringortenにょ

1985年12月

って示されているので，その基本的考え方を紹介する．

　いま，大きさ銘の順序標本の値を小さい方から

　¢（1），Z（2），…，劣（‘），●’●劣（π一1），¢（η）

とし，一これが母集団確率分布P（X≦∬（言））…．F（∬（乞））か

ら得られたとするとき，記号的に

　瓦1π≡F（∬（i））≡P（X≦∬（‘））（≡P）

とかく（Gringortenの記号）．

　たとえば標準正規分布N（0，12）を母集団とすると，

最大標本変量X（η）がπ＝・15の標本から抽出されたと

き，確率としては，

　P（0．77≦X（π）≦2．93）＝0．95　　　　　　　　（6．1）

とかかれ，同様に2番目に大ぎい標本変量X（π一1）（π＝15

とするとX（14））に対して

　」P（0．47≦X（π＿1）≦2．13）＝0．95　　　　　　　　（6．2）

となるであろう．これはもとの連続変量確率分布が正規

分布であるような母集団から大きさの％標本をとったと

きの最大X（π），2番目に大きいX（π一1）は，どんな区間内

に，どれだけの確率で存在し得るものであるかを数値例

として示したものである．このことは1．1．Gringorten

が示唆しているように，rもとの母集団分布が与えられ，

ここから大きさ麗の標本を抽出したとき，このうちの小

さい方からづ番目の標本変量X（乞）（づ＝・1，2，…，π一1，π）

が存在し得る区間をある確率で示すことが，望ましい順

序標本変量の統計処理法である．」という主張の具体例

で，彼はこの区間を連続曲線的に結んで包絡線（Enve－

10pe）とよんだ．

　この包絡線づくりはプロットされた点群の許容限界づ

くりに1つの有力な示唆を与える．（計算は基本的に2

13
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項分布に基づく確率計算で以下のようになろう．）

　よく知られているように，もとの連続な母集団確率

分布と密度関数をそれぞれP（X≦∬）≡F（∬），4F（劣）／

4劣……≡∫（¢）とかくとき，大きさπの標本において小さい

方から歪番目の順序統計量をあらためて矛（伽）とかく．

（このような順序統計量とは歪と％とに依存する、確率変

数なので，こうかく方が正確であろう．）

　この非超過確率瓦1π，確率密度∫（¢（融））が容易に

それぞれ

瓦1π一1ざ島1％）砿

4．F伽＝ノ（∬（il％））4¢（地） （6．3）

となるので，これを用いたP（乞陶≡P（X≦濁1η）の確率

微分と丑回の期待値はそれぞれ

　　　　　　刎4ハ1η＝　　　　・　　　F∫1が一1・
　　　（i－1）！（π一1）！

　（1－F伽）η一曜F嘔

E（瓦の一∫1配RIη一i／（π＋・）

．99

．98

．97　　　　　＾　　　i一・0．44

　　Pi－rπ
．95

．93

．9

．5

．4

．3

．2　　　　　0

．1

．05

．01　0

0

8

o

o

o

T一

n＝50

95 100 105

（6．4）

（T，

で，後者がいわゆるThomas　plotの根拠であり，F加

や∫（z（加））の具体的関数型に関係なく（6．4）第2式の

右辺の値が求められるが，瓦1πそのものの計算にはも

との分布をどうしても考慮せざるを得ない．

　そこで包絡線を作るには，まず上記のような瓦1・の

期待値i／（n＋1）をプ・ットして，つぎに．瓦1πの可能

な上限U（瓦1π）と可能な下限L（瓦1π）内に確率変数

瓦1πが入る確率

　P（U（瓦1η）≧瓦1・τ≧Zレ（F協））≡P＊　　　　　　　（6．5）

が97・5％とか75％とかになるようにU（FtIη）とL（Fllπ）

を求める作業の図表を作成しておくと便利である．

Gringortenらによると，USAのNBS（National　Bureau

of　Standards）1953年版Table2には標準正規分布の場

合の非超過確率・P（X≦∬）≡Pに対し，

　Pニ0．001（0．0001）0．OO5（0．001）0．988（0．0001）

　　　O．9994（0．00001）0．99999

のときの¢が詳しく示されているので彼は，（6．1）～

（6．5）を根拠に工夫をこらして極値確率紙上に包絡線を

作った．ここにそのうちの2例だけを紹介する．

　その第1例は第8図で50個の順序標本データを横軸に

等間隔目盛でとり，縦軸にGringorten方式の確率Pを

とり75％包絡線をつけた．この包絡線外に出るデータも

13個あることを示す．

　その第2例は第9図で箆＝80個のある別要因Cの順序

標本データを標準化し，g・の等間隔目盛で横軸にとり，

第8図 ある要因丁の極値確率紙プ・ット例と75％
包絡線（Gringorten，1．1・に．よる）．
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り

’イ　〈
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V　S＝：

’　　　8．28

0 1 2

第9図 標準化された変量跳の確率紙プ・ット例『
と95％包絡線（Gringorten，1．1．による）．

　　　　　　　　　　　　　ム
縦軸にBlomによる目盛で丑をとり，95％包絡線を

つくったもので，信頼双曲線の形状を示し，全データが

この限界内にある．

、天気”32．12．
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　7．その他の再現期問値予測法

　以上の他に数多くの予測技法が開発工夫されている．

それらを列挙すると，

　四分位解析（Q照rtileAnalysis略してQAという）

　2P法（Jenkinsonの3パラメーター般モデルでた＝o

　　とした2パラメーターによるもの）

　曲線あてはめによる外挿法

　カルマン・フィルター理論の応用手法

　物理要因重合確率による手法

などである．これらすべてを詳述する必要もないし，紙

面もないので，ここではQA法と2P法を具体例中心

に1説明し，他の技法はr考え方」だけにとどめる．これ

らは一応問題（a）に対する直接的解答である．

　（1）QA法

　これはA・F・Jenkinsonが前記のwMO極値解析総

合研究報告書を作成した際，有効な技法としてすすめた

ものの1つである．（とくにこの手法だけを取り上げた

論文は見当たらない．）

　この技法を手順の形で要約し，具体例を2つあげよ
う．

　qA法とは次の手順による極値予測技法である．

　〔手順1〕　大きさnの順序標本を大体4等分して各4

分位平均qM1，qM2，qM3，qM4を計算する．

　〔手順2〕再現期間（retum　period）丑を5，10，20，

30，…，200，300，…，1000としこれに対応する換算変数

9‘を

　軍二一10910g〈T‘／（Tε一1）｝　i＝1，2，…　　　　　　（7．1）

とする．（T‘は（10，1000）の間でどうとってもよく，

たとえば設計基準から予めきめられる．）

　〔手順3〕qM4，qM3より，換算係数
　α1＝（qM4－qM3）／1．55　　　　　　　　　（7．2）

をもとめる．

　〔手順4〕　再現期間丁‘に対応する外挿推定値（予測

値）餓は次式でもとめられる．

　碗＝qM4十α1（軍一2．32）ガニ1，2，…　　　　（7．3）

　〔手順5〕上記の4分位平均を単なる算術平均でな

く，幾何平均としてもよく，そのときの推定値侮は

α2ニ109（qM4／qM3）／1・55を用い，

　飽二qM4exp｛α2（軍一2．32）／i＝1，2，…　　（7．4）

とすればよい．

　上記手順は明らかに一応極値予測のための経験的技法

であるが，手順3～5の根拠を一応示しておく．換算変

数（reduced　variate）gをもとに例えば2重指数型極値

661

第3表　換算された4分位平均値（2重指数型の場
　　　　合）

n

　16

　32

＞40

qM　l　qM2　qM3　qM4
一〇．74　　　　0．04

－0．77　　　　0．03

－0．80　　　　0．02

O．79

0．78

0．77

2．22

2．27

2．32

1985年12月

分布モデルでの4分位平均（quartile　mean）を示すと，

第3表のようになっているからである．　　　　　　　・

　しかし，予測ではなく同定（identi盒cation）の場合は

この手順3～5は多少変更されなければならない．

　一般に「同定」とは片山徹（1983）の3頁にあるよう

に，「時系列や順序標本のモデルで，係数を最尤法か最

小2乗法で決ゆること，および2変数時系列で相互相関

をもとめ，モデル確定をすること」である．r予測」は

未知な最大値や将来値を推定することで，r予測」は時

間ズレの関係を重視するがr同定」では全く無視するか，

軽視するというちがいがある．同定のコンピュータプ・

グラムも片山の書物にある、

　（手順3，5の1。55は明らかにqM4－qM3の第3

表における値であり，手順4，5の2．32はqM4の第

3番目の値である．）

　（2）2P法

　つぎに2Pモデル（2パラメータ極値分布モデル）に

おける計算手順を示そう．

　〔手順1〕上記QA法で得られたα1またはα2をα

の初期値とし，¢oの初期値をqM2とする．

　〔手順2〕α，¢oのこの初期値を2Pモデルが所与デ

ータによく合うように修正する．（2Pモデルをもっとよ

く適合させる最小2乗法は不可能なので，Newton－Ra－

phsonによる反復法の利用をする．）

　〔手順3〕上記修正後のαおよび恥を用いて所要の

再現期間Tiに対応する〃F－10910g〈Z／（7、一1）｝を

計算し，丑に対する極値予測値錫を

　窺＝∬。＋噸iニ1，2，…　　　　　　　（7．5）

とし，碗の予測誤差を

s（切二（α／4万）〈1＋0．6079（9汁0．4228）2｝（7．6）

とする．（この予測誤差は標準偏差の意味をもつ）

　これが要約された2Pモデルの計算手順であるが，こ

の方法には不明な点が2ヵ所ある．その1つは手順2の

修正の妥当性が十分確認されていないこと，および，第

2の点として手順3の極値推定量（予測値）窺．の分布

15
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が正確に分からない（おそらく正規分布ではないだろ

う）のに，標準偏差相当の尺度で誤差評価してよいかで

ある．

　要するにこの方法の根拠はA．F．Jenkinson（1955）

が示した前記3パラメーター般モデル（（2．5））

第4表 極値予測における各手法の比較例（1）

　　　　　　　　（Jenkinsonによる）

　P（X（≦∬）≡F（¢）

　　＝exp〈一（1一た（¢一∬o）／α）1■乏｝

で，¢⇔gの換算関係

ll識躍瓢｝

（7．7）

（7．8）

がh＝0のときパラメータはα，物の2つとなり，そ

こでFの代わりに再現期間丁を用いることであり，Jen－

kinsonはこれを2Pモデルと呼んでおり，その換算は

　¢＝¢o十α9

で示される直線になることを既に述べておいた．qA法

（四分位解析法），2P法（2一パラメーター法）の計算手順

について数値的に具体例をあげよう．

一例1　毎年計測されているある連続な環境変量のうち

年間最大であるものを28年間に亘って記録した順序標本

データが下のようであった．

2〃

1M
〃2

ハ45

〃40

〃20

〃50

〃100
〃1000

2P

5．79

6．78

7．74

8．97

9．89

12．93

S．E．

0．45

0．58

0．71

0．88

1．01

1．45

嘩
2．85

3．60

4．12

5．83

7．24

8．68

11．26

13．68

26．07

（注）　2ル1：1年に2回

　　　M10：10年に1回
　　　S．E．：標準誤差（Standard　Error）

第5表　57年間実測データの統計値

2．20

3．48

3．84

5．64

2．60

3．49

4．05

6．00

2．69

3．50

4．28

6．51

2．84

3．59

4．75

6．98

3．14

3．62

5．34

7．09

qMl　qM2qM3　qM4H4H3H2H1
55．9　　62．0　　65．8　　73．2　　75　　77　　83　　90

3．22

3．75

5．35

9．50

3．33

3．80

5．57

10．04

ただし，

最大値，

第6表

H1，H2，H3，H4はそれぞれ既存データの

2番目，3番目，4番目に大きい値を示す．

極値予測における各手法の比較例（2）

　　　　　　　　（Jenkinsonによる）

　そこで4分位平均は，それぞれQ；M1＝2．85，qM2

＝・3．60，qM3＝4．69，qM4：＝7．24

と計算される．）これらの4分位はThomas　plotなどと

くらべ少しちがうので原文のままとした）．

　2Pモデルの計算手順に従い，数値計算結果を述べる．

まず初期値として

　α＝（qM3－qM1）／1．57＝（4．69－2．85）／1．57÷L20

　¢o＝qM2＝3．60

をとる．αの計算に入ってくる除数1・57は2重指数型極

値分布モデルの4分位平均より得られる．次にNewton－

Raphson法による反復修正計算を用いて，この例の場

合，次の結果を得ている．

　α＝＝1．3205，　¢o＝＝3．8130

　予測を示す第4表によると，再現期間が10年第4表の

M10より短いものについてはQA法が実測に合う4分

位点を用いるので信頼できそうであり，2P法ではQ真

法に比較してややunder　estimateになっている．

　例2．ある自然現象の57年間におけるデータがあり，

2M
lM
〃2

ハ45

ハ410

ハ420

〃50

ハ4100

ハ41000

2P

70．33

75．14

79．75

85．72

90．19

104．97

S．E．

1．53

1．96

2．40

2．98

3．43

4．92

％
55．91

61．95

63．88

69．25

73．19

76．50

81．25

84．81

96．56

－16

その4分位平均と4つの極値（最大のものから4位まで

の順序統計量）が第5表のようになっていた．

　そこで例1と同様にして，2Pモデルのα，∬oの反復

計算による修正を行った結果，次のようになった．一

　α＝＝6．403，　∬o＝＝60．72

　ここで前例と同様に，2P，Q《法による結果の比較を

第6表に示す．

、天気”32．12．



気象，気候における稀現象の解析

　この結果と前例第4表の結果の大きな違いは，2P法

はqA法に比較してでoverestimateとなった点である．

　ということになり，2P法の基本である2重指数分布

モデルの応用では少し不安定な結論となっている．

　（3）カルマン・フィルター理論の導入

　まず離散型の線型フィルター理論の基本である状態方

程式と観測方程式を，順序標本に合う形で提示しておこ

う．

　（状態方程式）

　T（¢i＋1）＝ノ1（切丁（切＋η（切（ズ＝1，2，…，π）（7．9）

　（観測方程式）

　9（切＝・o（切丁（切＋ε（∬乞）（ガ＝1，2，…，π）（7．10）

ここに

　¢1，劣2，…賜：所与の順序標本，T（∬‘），T（貌＋1）：¢‘，

碗＋1に対する真の再現期間（未知）．・4（切：予測のた

めの状態変換係数で碗と共に変化する．（一般的なカル

マン・フィルター理論では所与であるが，この場合は未

知）．η（飽）：状態システムの誤差．g（Zε）：観測された所

与順序標本による再現期間の値．6（∬1）：観測システムの

変換係数．ε（∬i）：観測方程式の誤差．

　である．

再現期間の同定は，まず¢i（♂＝・，2，…，％）から藪¢i）

（∫＝1，2，…，π）をThomas　plotにより求める．つぎに

線型推定量丁（切（ず＝1，2，…，π）は，つぎの線型方程式

（7・11）により得られるとする．

　T（切＝α〃（切＋β（ず＝1，2，…，π）　　（7．11）

ここでα，βは連立方程式（通常の最小2乗法における

正規方程式）

の

ll：ll：1：1：ll：1認ll欝牛の

声1

の解としてもとめられる．この連立方程式の中に出てく

る0は，カルマン・フィルター理論の中では本来餓の

関数で観測システムの変換係数と呼ぽれているものであ

るが，ここでは関数型を決めにくいし，実用上，簡単の

ために定数と置いている．

　結局，観測誤差についてE〈ε（碗）｝＝Oを仮定すると，

再現期間丁（切の同定は，次の式で与えられる．

盤諏籍＠爾）／α紛

　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

（7・13）により，T（¢1），T（z2），…，T（蹴）が得られた

1985年12月
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ら，状態変換係数A（劣、），A（劣2），…，且（蹴）を求めなけ

ればならない．しかし，ここに1つの問題がある．それ

は，カルマン・フィルター理論では，A（¢ε）は関数形

自身が既知の関数であるが，極値再現期間を取り扱うこ

のケースでは，観測された順序統計量によって定まるた

め既知ではないことである．そこで，上記方程式から

z4（¢ε）の推定を必要とする．ここでの一案は，（7．13）

による線型推定丁（∬、），T（∬2），…，T（蹴）から

A（∬エ）一写（¢2），A（∬2）一；（¢3），＿，

　　　　　T（¢1）　　　　T（¢2）

丑（∬η．1）＝；（∬η）

　　　　　　T（蹴一1）

と置き，且（伽）を外挿によって求める方法である．こ

のため次の線型変換推移モデルを仮定する．

ノ4（勾＝α．4（∬乞一1）＋ろ（猛乞一¢ε一、）＋ε（切

　　（i＝1，2，…，π）　　　　　　　　（7．14）

この係数σ，δは容易に次の正規方程式により求まる．

　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ

｛Σ．4（¢‘一1）2／σ＋〈Σz4（劣乞一、）（㌶一∬向）｝み

歪＝2　　　　　　　　　　¢＝2

　　ル
　・＝Σz4（切且（艦1）

　　乞32

が

｛Σz4（艦、）（¢卜∬乞一1）｝σ

¢；2

　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

　＋〈Σ（餓一∬∫一1）2｝δ＝ΣZ4（∬乞）（∬r晦、）

　　声2　　　　　　　　　　　　乞＝2

（7。15）

　この数値例は筆者らにより，第1回気候統計国際会議

に報告されているが，問題（a）への解答として妥当な

数値的結果を与えている（ここでは省略）．

　（4）曲線のあてはめと外挿手法

　横軸に順序標本かまたはそれらの換算変量，縦軸に非

超過確率または再現期問を併記入した，いわゆる確率紙

（必ずしも極値確率紙目盛でなくてもよい）上にデータ

を記入し，これになるべくよく適合し，かつパラメータ

数の少ない曲線をあてはめて，それを右上方向に延長

し，外挿する全く実験的（経験的）な方法である．

　筆者の試みはすべて依託研究であり直接引用できない

ので，曲線あてはめに限定したモデル例だけをあげるこ

とにとどめた．

　一般に気象的物理量Xについては，物理的考察から，

これ以上大きな値は存在し得ないはずの可能上限界U

と，これ以下に小さくなり得ないはずの可能下限界Lと

があるとするのが自然であろう．

　このとぎ，L≦X≦UなるXを一∞くζ＜十〇〇なる

17
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確率変数モデルζに変換する1つの方法はたとえば，

髪二！鴇篇i認誕：l／ （7．16）

であろう（この他にも種々ある）．ここでAは順序標本

中央値であるが，再現期間値として中央値且以上を考察

する場合が多いから，実用上は（7．16）の前者だけで十

分である．要するに右上りの単調増加関数の1モデルで

あり，ζ≧0　として，ζの確率分布（たとえば半正規

分布）を利用し，その超過確率からXの再現期間予測を

する手順が作成される．ここでは確率紙上にプロットさ

れた必然的に単調増加傾向をもつ点群に適合しそうな曲

線式モデルを提示するのが目的なので，この他に横軸を

順序標本濁，縦軸を再現期間値丁（渇）として

　T（濁）ニα濁一δ，T（濁）・＝龍一α／xノ　　　　　（7．17）

とか，成長曲線などをあてはめる試みをした方々もある

（詳細は省略）．

　（5）複数個の要因が重合しておこる再現期間値の予測

　これまでの予測技法はいずれも順序標本だけによるも

のであった．しかし，気象学的には，2つ以上の要因が

同時的誘因として作用し，結果として稀現象を発生させ

るメカニズムを考慮することが現実に説得的であること

が多い．

　たとえば，台風の接近か否かを示す定性要因X1とあ

る限度をこえる収束水蒸気量を示す定性要因X2とによ

って，稀現象である豪雨γが発生する場合である．

　このとき，要因がyの発生に有効に働くときX1＝1，

X2＝1とし，P（X1＝1）＝ρ1，P（X2＝・1）＝ρ2とすると，

yの発生確率P（y）を

　P（y）…jP（X1ニ1，X2＝1）

　　＝カ、カ2＋〆カ、カ2（1一力、）（1一力2）　　（7・18）

とすることができる．ただし，ρはX1，X2の相関係数

である．そこで，・この右辺を標本からもとめるとき，

ヵ1，ヵ2，ρの最尤推定量力1，♪2，7（標本からのρの最尤

推定はいわゆる関連係数）でおきかえ，それらの各推定

誤差から最終的にP（X1＝1，X2ニ1）の推定量とその総

合推定誤差γ礎P（y）をもとめようとする方法がある

（Suzuki，E．8∫α」．，1980）．

　また，3個の要因X1，X2，X3が同時に誘因となる場

合の同様なP（X1＝1，X2ニ1，X3＝・1）も3重相関論とし

て定式化されている．しかし総合推定誤差のもとめ方は

全く未開発である．（多変量2項分布が応用可能）

18

　8．あとがき（残された諸問題）

　稀現象発生確率分布モデルの研究は，R・Katz（1963）

による2パラメータ確率母関数pgf（probability　gen－

erating　fUnction）モデル提案を発端として3パラメータ

はBhalerao　N．R．and　J．Gurland（1980），　4パラメ

ータはM．Ahmad（1980），5パラメータは筆者（1984）

により一般化の方向に進められているが，いずれも予測

技法化されてはいない．詳細は筆者（1984）の109－111

頁に述べられているが，稀現象や異常極値のこうしたモ

デルによる統計処理手法は多種多様である．

　そして国際会議で毎回議論されるこの問題のセッショ

ンでも，理論家は極値極限分布を出発点とした理論モデ

ルの開発ならびに上記のように一般化された多くの数式

作成に強い関心をもつのに対し，実際家は従来からの3

種の極限分布タイプのどれを選択し適合させるかの実例

的考察に追われているために甲論乙駁している．

　ともかく，この問題はr有限標本しか得られないのに、

何故πが十分大きいときの極値極限分布（たとえば2重

指数極値分布型）をベースにした考え方しかとらないの

か？」という基本的論点を残しつつ，多面的に技法の工

夫がなされているというのが現状である．

　1．1．Gringortenも筆者もこの点では実際家と理論家

との間に可成りのギャップがあると痛感している．

　この解説では当初の研究から現状までを実際家向けに

要約したが，詳細なワイブル分布やその確率紙利用など

は石原健二氏の研究解説の併読をすすめる意図もあっ

て割愛し，多くの定理の証明，公式の誘導プ・セス，

Gringortenの包絡線作りにある詳細な数式的または図

的工夫プロセス，大学院生の数理統計学的演習とすべき

諸事項をすべて省略した．

　なお，紙面の都合もあって参考文献も最小限とした

が，これから実際利用と研究をすすめる方々にとっては

これで一応十分と考えている．

　最後に拙文に有益なコメントを与えられた菊地原英和

氏に心から感謝し，コメントに従ヤ・，書き加えさせて頂

いた．
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