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力学系概観＊

金　久　博　忠＊＊

●

　近年，気象学において非線形力学の議論がさかんになって来ました．特に，運動方程式の解の定性的ふる

まいを調べる，力学系理論に基づいた議論がさかんです．例えば分岐現象であるとか，解の多重性であると

か，ポアンカレ写像であるとか，開折理論と言った言葉が気象の論文に見うけられる様になり，特に，カオ

スやカタストロフィなどは一種の流行語の観を呈しています．また，気象学会においても，気象研究ノート

r気象とカタストロフィ」が刊行され，将来この流れが気象学の一分科を形成するものと思われます．この

小論は，この流れに少しでも寄与する事を目的に，力学系理論の初歩を概観し，特に，摂動が分岐現象に与

える影響の解説を試みたものです．

●

■

　一力学系理論とは一

　大気現象を記述する微分方程式は非線形ですから解を

時間の関数として解析的に求める事は一般には困難で

す．そこで例えば，この非線形方程式の解を摂動展開に

よって近似的に求める弱非線形理論や，あるいは微分方

程式を差分方程式で近似して解を数値計算する方法など

が在る訳ですが，力学系理論と言うのは解を時間の関数

として求めるのではなく（もちろん，それができれば，

それに越した事は無いのですが）その定性的ふるまいを

調べるものです．例えぽ，ある初期値から出発した状態

が，おおよそ，どの様な過程を経て，十分時間が経た後

には結局どこに落ち着くのか，そう言った事を調べるも

のであり，実践的には，この様な記述が十分価値を持つ

場合が在ります．現象の定性的記述と言うものは，気象

にとっては目新しいものではなく，例えば，長期予報や

季候変化の予測などは，もしこれが当たれば，十分大き

な社会的価値を持っています．

＊A　brief　outline　of　the　dynamical　system．

＊＊Hirotada　Kanehisa，気象大学校．
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　一この解説の構成一
　上に述べた様に，この解説は摂動の分岐現象への影響

に話をしぼってあり，力学系理論の一部分に触れている

にすぎません．従って，例えぽ，カタストロフィ理論に

関しては3．において，その初歩を部分的に述べてあり

ますが，カオスに関しては1．で軽く言及するにとどめ

てあります．

　1．においては，基本的諸概念について述べます．以

下の話の中心となる分岐の説明を目的としています．

　分岐が生ずるのは，運動方程式を線形化して作った演

算子の固有値の実部が零になる時である事が示されま

す．

　2．においては，元の問題が，より低い次元の間題へ

還元される事について述ぺます．中心多様体定理による

方法を説明します．

　元の状態空間における分岐図が，運動方程式を線形化

して作った演算子の零固有空間への射影と定性的に同じ

である事が示されます．

　3．においては，摂動の定常状態分岐への影響につい

て述べます．

3



136 力学系概観

　無数の摂動の影響が比較的少数の変数で記述される事

が示されます．

　4・においては，摂動の周期軌跡分岐への影響につい

て述べます．運動方程式の自律性をくずさない範囲の摂

動（すなわち，時間に直接依存しない摂動）を考えます．

　無数の摂動の影響が比較的少数の変数で記述される事

が示されます．

　この解説には筆者の浅学の故に，あからさまなうそ

が，沢山あると思います．正確な事柄に関しては，最後

にあげた図書を参照して下さい．この解説では触れませ

んが，大変興味深く，かつ，現在精力的に研究されてい

るものに対称性の間題があります．系がある対称性を持

つ場合，その事が解の定性的ふるまいに，どの様な影響

を与えるか．分岐現象と対称性の問題，対称性をやぶら

ない摂動の問題などに関しては，特に，Golubitsky　and

Schae飾r（1985）を参照して下さい．また，力学系理論

と気象との具体的な関わりについては，上にも述べた，

気象研究ノートr気象とカタスト・フィ　（松田・余田

1985年）を参照して下さい．

な軌跡となるであろう．
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第2図　状態空間の例

例ある地点における風速の東西成分妖云），南北成分

0（ま）を状態変数とする状態空間を考えよう．おだやか

な大規模場におおわれ，局地循環が卓越したとすれば第

3図の様な軌跡となるであろう．

●

1．基本概念

定義1　状態空間（state　space）

　系の状態を表現する変数¢を状態変数と言い，¢が構

成する空間Xを状態空間と言う．初期（時間＝0）にお

ける状態∬＝・¢（0）を初期値と言い，¢（0）から出発する

未来（∫＞0）の∬＝¢（云）の集合C＝・＠（云）け＞0｝を軌

跡と言う．
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第3図　状態空問の例

定義2　運動方程式（equation　of　motion）
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第1図　状態空間の説明図

9Co

　系の状態の時間変化を記述する方程式は，運動方程式

と呼ばれ，次の形に書かれる．

　　4¢　　一十∫（¢，！）＝0
　　4∫

例流体力学の運動量保存式，

　　∂り　　　　　1
　　一十”●yo一一7τ＝＝0
　　∂孟　　　　　ρ

の応力項一7τ／ρを他の諸式（質量保存式など）を使っ

て抄で表現すれば，移流項か7びは既に抄で表現され

ているから，

　　∂ゆ
　　石r＋∫（P・云）＝o

となる．すなわち，速度場びを状態変数とする，運動方

●

例　ある地点における気圧P（ま），気温丁（ず）を状態変

数とする状態空間を考えよう．例えば零時を初期とし

て，次の日の昼に高気圧が通過したとすれば第2図の様

4 、天気”34．3．

の
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程式となる．この場合の状態空間は無限次元関数空間と

なる炉，Pおよび∫（”，∫）を適当な基底で展開し，その

展開係数を碗，乃（〃，∫），♂：＝1，2，3，4，………とすれば，

上式は，

　　∂碗　　　　　　　　　．
　　万r＋施云）一〇　zニ1・2・3・4……・…

となる．すなわち，速度場0の展開係数0‘を状態変数

とする運動方程式となる．

例　Newtonの運動方程式，

　　　42x　　雛諏r＝F（灘）

　　　　　　　は，4好漉二rとすると，

　　　　　　　　＿オ
　　4　　灘
　　万　・＋　　1　　　：＝0
　　　　　謬　　一一F（澱）
　　　　　　　　　卿
　　　　　　　　　　　　　　となる．すなわち，灘および灘を状態変数とする，運動

方程式となる．この場合の状態空間は6次元空間（灘が

　　　　3個と謬が3個）となる．
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注意　定理1の命題が成立しない様な∫（¢，云）も存在す

るが，その様な関数は，ここでは考えない．

備考　為すべき事は，現在の知識から未来を知る事であ

る．例えば，今日の天気から明日の天気を知る事であ

る．言い換えると，今日の天気と言う初期値から出発す

る軌跡を，運動方程式を解いて求める事である．

い一明伽の翫

も！明日の天気

6一物期値診日の天気

第5図　定理1備考の説明図

定理1　軌跡の存在と一意性

　運動方程式によって，初期値媛0）から出発する軌跡

は一意に決定される．

　例えば，状態空間が2次元の場合，運動方程式は，

鑑＋獅1：ll／一・

となり，時間∫における軌跡の接線方向のvectorは，

／蓼トり・擁：11：綴ll；l／

で与えられる．すなわち，時間云における状態∬‘（∫），

i＝1．2，によって次に進むべき方向と大きさが指定され，

未来の軌跡が決定される．

偽は）

篭（o）

　　　　　　　　　　　，　　　　　　　　　　　’o　　　　　　　　　　　J　l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　月　　　　　　　　　　　’1　　　　　　　　　　　’　1
　　　　　　　　　　　ぽ　　　　　　　　　　’　l　　　　　　　　　　　l一＿＿一　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

　　　　　　　　　　　ロ　　ロ　　　　　　　　　　　じ　　l　　　　　　　　　　　　　　l
　　I　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　I
　　・　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

定義3“自律系てauton6mous　system）

　定義2における運動方程式中のノ（∬，∫）が，時間∫を

含まない時1すなわち，運動方程式が，一『

　　4¢
　　一＋∫（∬）ニ0
　　4∫

である時，この系を自律系と言う．以下，Lにおいて

は，状態空間が2次元の自律系を論ずる．

注意　非自律系に対しては，時間オを，もうひとつ別の

状態変数gとみなし，

　　∫＝g，4g／4∫＝1として，

　　　　　∬　　∫（¢，9）
　　一4
　　＿　　　十　　　　　　＝0
　　4云　9　　　－1

とすれば自律系に還元できる．この場合，状態空間の次

元は1増える．

定理2　軌跡の非交叉性

　軌跡は交わらない．例えば第6図の様な事は起こらな

い．

1987年3月

茜‘o）　　　　　　　　　　η亡）

第4図　定理1の説明図

第6図　定理2の説明図

すなわち，異なる2つの初期値から出発した軌跡は交

5



138 力学系概観

わらないし，1つの初期値から出発した軌跡が自らと交

わる事もない．

　なぜならば，定理1より，任意の点¢から出発する軌

跡は，ひとつであり，かつ定義3より，その点¢を通過

する時間に関係なく一意に決定されるが，もし交叉する

とすれば交叉点において矛盾が生ずる．

注意　3次元以上の状態空間の2次元部分空間への射影

は，もちろん交わり得る．

■3

工2

コご亀

工乞

第7図　定理2注意の説明図

定義4　周期状態（periodic　state）

1℃1

　状態空間Xの点¢oから出発した軌跡が時間τの後

に再び¢oに戻るならば，定理2より，この軌跡は¢oを

通る閉曲線C。となる．この時，¢。を周期τの周期状態

と言い，Coを周期軌跡と言う．

赤遊

欄極

高指教

へ

）

赤道

煙

　　　低指数

第9図　周期軌跡の例

識
奄　　　虻

　　　雑
　　彫　一

値¢（0）が¢oであれば，すべての云＞0に対して媛云）

＝¢oとなる事である．この時の周期軌跡《）oは1点¢o

のみから成る．

6

G・周
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第10図　定常状態の説明図

ハ
し。

工。＝りε（o）＝T（τ）

第8図　周期軌跡の説明図

　鞠が周期状態であるならば，この閉曲線上の任意の

点もまた，周期状態である．定理2より周期軌跡Coの

内部から出発した軌跡は外部に出る事はなく，外部iから

出発した軌跡が内部に入る事もない．

例　総観気象学で言う所の，低指数循環と高指数循環の

交替なども，近似的に周期現象と見倣せるであろう．

定義5　定常状態（stationary　state）

周期状態の内で特に周期τ＝0のものを定常状態と言

う．言い換えると，¢oが定常状態であると1は，もし初期

定常状態は，もちろん運動方程式の解であるが，4∬。／雄

＝0であるから，次の式を満たす．

　　∫（¢。）ニ0

　以下，定常軌跡も含めた意味で，周期軌跡と言う言葉

を使う．

注意　定常状態とは時間と共に変化しない状態の事であ

り，運動のない状態の事ではない．例えば，洗面器に水

を入れて下から火であぶる時，対流が起こっているとす

る（すなわち運動がある）．この対流の様子（すなわち系

の状態）が時間がたっても変わらないのが定常の意味で

ある．

第11図　定義5注意の説明図

、天気”3463。

●

●
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定義6　安定性（stability）

　周期軌跡Coから少し離れた任意の点から出発した軌

跡がCoに接近する時，Coは安定であると言われ，逆

に，一Coの近くに点∬が存在して，これを初期値とする

軌跡がC。から遠ざかる時，C。は不安定であると言われ

る．

。　疋

C。

G不要駕

第12図　安定性の説明図

注意　安定性の概念は，もっともっと複雑であるが，本

論では，これで十分である．

例定義5の注意の対流（定常状態¢oとする）に擾乱

を加えよう．例えば棒で少しかきまぜよう（この状態を

¢o＋δ¢とする）．時間が経過して，元の対流状態¢。に

落ち着けば％は安定であり，そうでなければ不安定で

ある．

139

の固有値をλi，∫＝1・2とする．この時，次の命題が成り

立つ．

　もし，すべてのλiに対してノ～識＞0ならば劾は安

定であり，もし，1～識＜0となるゐが存在すれば¢oは

不安定である．ただし鳥は実部を意味する1

　なぜならば，定常状態¢oづ，歪＝1，2，と少し異なる状

態宛＋δ¢諺（0）を初期値とする状態¢o汁δ亀を考える

と，これは運動方程式の解であるから，

　　－（¢。」＋δ切＋五（∬。＋δ劣）一〇

　　4云

となるが，δ¢‘の2次以上の項を無視すれば

畜δ　Σ1＝1∂暢o）δ劣ゴー・

となり，これを解いて

　　　　　　　　　　∂ノf（κo）
　　δ恢オ）＝Σ1＝・8一‘∂xゴδ勿（o）

となる．すべてのゐに対してノ～識＞0であれば任意の

δ劣i（0）に対して

　　　　　　　　　　　　　　∂ノ重（∫o）
　　1imδ餓（∫）＝1imΣ1富18岬ε∂η　δ¢ゴ（0）・＝0

　　∫→Oo　　　　　　∫・→oo

となり，¢oは安定となる．

　定常ではない周期軌跡の安定性については少し複雑で

ある．初期値¢iから出発した，時間オにおける状態を

φK劣，孟）と書く．

●
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工。婆定　　　　　　　工不婆定，

第13図　安定及び不安定定常状態の例

◎

執亡）

定理3　安定性の判定規準

為

一一一一一一一一一　も＞0

一亡go
　　2

　　　箱　　　中α；t）

第14図　定理3の説明図1

恥を定常状態とし，2×2行列

輪）噌警）讐）／

　　∂劣一警）警）／

1987年3月

COを周期τの周期軌跡とする．宛をCO上の点とし，

この時の時間を∫＝0とする．¢oεを原点として状態空

間Xを接線方向の空間丁と，その補空間2Vに分割す

る．

この時，2×2行列，

　　　　　　　　∂φ1（¢・，τ）∂φ1（∬・，τ）

　　∂φε（劣・，τ）＿　∂∬・　　∂¢2

　　　∂¢ゴ　ー∂φ2（¢。，τ）∂φ2（¢。，τ）

　　　　　　　　　　∂¢1　　　∂¢2

のNへの射影の固有値λに対して，もし，1川く1な

7
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　　　　　　　　亀1

第15図　定理3の説明図2

①
OQ

初締

②

褒鉱

ネ痴道

③

初期値

らばCoは安定であり，1刻＞1ならばCoは不安定で
ある．

　なぜならば，Co上の点¢oεと少し異なる状態¢o汁

δ飾（0）を初期値とする，時間云における状態はφi（¢o＋

δ¢（0），！）であるから，一周期τの後にはφK¢o＋δ¢（0），

τ）となる．一方，φi（¢o，τ）二宛であるから，δ¢εの2

次以上の項を無視すれば，

　　δ¢ε（τ）＝φε（¢。＋δ¢（0），τ）一¢o‘

　　　　　＝φi（¢・＋δ劣（0），τ）一φ‘（¢。，τ）

　　　　　　　　　∂φε（∬。，τ）
　　　　　一Σ1＝・　　δ¢ゴ（o）
　　　　　　　　　　∂¢ゴ

となる．もし∂φε（∬o，τ）／∂勾のNへの射影の固有値

えに対して，図＜1であれば，

　　1∂¢ε（τ）のNへの射影1く1δ¢ε（0）のNへの射影1

となり，Coは安定となる．Coに近づくか，Coから遠ざ

かるかと言う事には，却への射影だけが問題となる．

注意　定常状態の安定性の場合，無視した非線形項を考

慮すると，δ∬ε（ず）の∫→∞でのふるまいは，

　　　　8一云（入‘十δλブ）

で決定されるであろう．ただしδゐは非線形項による

λ‘の補正であり，！えd》1δえ4である．もし，1～識≦0で

あれぽ，鳥（え汁δ紛二1～識＋Rθδゐ≦0となり，非線形

項を無視した場合とかわらないが，もし1～読＝0なら

ば，鳥（ゐ＋δえ‘）＝鳥δゐとなり，これの符号は非線形項

により異なる．すなわち，1～εえ1＝0，Rεえ2＞0の場合，安

定性は，非線形項を調べないとわからない．

　周期軌跡の安定性の場合も同様に，1川二1の場合，安

定性は，非線形項を調べないと，わからない．

定理4　軌跡の漸近的ふるまい

第16図　定理4の説明図

　状態空間Xの任意の点¢から出発した軌跡は，①無

限遠へ発散するか，②安定な周期軌跡に接近するか，③

それ自身，周期軌跡を形成するかのいずれかである．

注意　上記の3つ以外に，homoclinic　cycleと呼ばれる

ものの可能性もあるが，これは現実的には，ほとんど存

在しない．

　定理4は2次元自律系に特有のものであり，状態空間

の次元が増すと，軌跡がstrange　attractorと呼ばれる

非周期的状態に接近して行く可能性が生じる．この不規

則な現象は，chaosと呼ぽれる．

備考　系の運動方程式が無限遠への発散を許さないもの

であれば，Xのどこの点から出発しようとも，十分時問

が経過した後には，軌跡は安定な周期軌跡のいずれかに

十分近づくか，あるいは，それ自身，周期軌跡である．

ところで，問題を解くとは未来を知る事である．従っ

て，間題を解くためには安定な周期軌跡を求める事が重

要な課題となる．

定義7　助変数を持つ系

　定義3の運動方程式中のノ’がある助変数μの関数で

ある時，この系を助変数を持つ系と言う．

　　4¢
　　万一＋ノ（¢・μ）一〇

以下，助変数を持つ系を考える．

例定義2の例の流体方程式は外力（例えば太陽の入射〉

が在る場合には，その強さを表わす変数をμとして

　　∂P
　　∂孟＋漁μ）ニo

となる．μは外力の強さを表すので外部変数と呼ばれ，

それが構成する空間1～は外部空間と呼ばれる．

8

定義8　分岐（bifhrcation）

　周期軌跡C。は外部変数μの関数となるが，一般に，

存在するCoの数はμの値によって異なる．これを示す

図を分岐図と言い，μの変化に伴ってCoの数が変化す

る所を分岐点と言う．

μ＜μ3に在るのは定常状態，μ3くμには安定周期軌跡と

不安定定常状態が在るとするとμニー定の状態空間X

、天気”34．3．

●
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黒れ●‘さ分岐張、

喫貌は宴定，

砒蓼泉1志不要定な

周期軌跡．

ト1トユ　　　　　〆3

　　　第17図　分岐の説明図1

螂蝋R

における周期軌跡の分布は第18図の様になる．

τ41

得る．この事は，大気現象の劇的変化であるbrocking

現象などを連想させる．

歌態塾間X

Fぐ粋

・艘騨状態

1っ

μ、〈μ〈阪

・難

・不鵬

・難

匹くμK凶

・就

匹く伊

G㈱

　C．（F’）

禰諏。）

、
、■㌧

　　、

tニoo

　　3コ　　　　　　1コ

第18図　分岐の説明図2

：t30

　纏定

㌦講

第20図

←1μ亀

定義8備考の説明図

定義9　特異点（singularity）

タ1書鰹闇R

2⊃

例　水を入れた洗面器を下から加熱する場合を考える．

上面と下面の温度差が小さいうちは水は静止しているが

温度差が大きくなると対流が起こる．ところが静かに静

かに加熱すると温度差が大きくなっても対流が起こらな

い事があるが，これを棒で少しかきまぜると，たちまち

に対流が起こる．すなわち，温度差が小さい時は安定な

静止状態が存在し温度差が大ぎくなると不安定な静止状

態と安定な対流状態が存在する．

曄轍蝕

　¢o（μ）を定常状態とすると，これは運動方程式の解で

あるから，

　　φ乞（¢。（μ），μ）一晦（μ）＋加。（μ），μ）一砿

　　　　　　　　　　4∫

　　∫＝1，2，

であるが，これに加えてある特定のμ＝μoに対して

　　∂φi（∬・（μ・）・μ・）一δεゴ互＋∂五（∬・（μ・）・μ・）

　　　　　・∂¢ゴ　　　　　4云　　　∂¢ゴ

が周期関数の範囲で零固有vectorを持つ時，（∬o（μo）．

μo）を特異点と呼ぼう．ただし上式で傷はKronecker

のdelta記号である．すなわち，

　　∫＝ノ＝〉δ乞ゴ＝1，ぎ・≒ブ⇒δ‘ゴ＝0

嬰定去争止状能

ヨ　ロ　も　ロ　し　ヨ　じ

醐

￥l　H　l／

辱艶対流壮繕

○○○○
＼U　lノ／

定理5　分岐点の必要条件

　分岐点は特異点である．

　なぜならば，（劣0（μ0），μ0）を分岐点とすると，これは

運動方程式の解であるからφ（¢o（μ。），μo）＝0である

が，これが特異点でないとすると，陰関数定理により¢

はμの関数として周期関数の範囲で，（編（μ0），μ0）の近

傍において一意に解けて，分岐は生じない．

第19図　分岐現象の例

備考　分岐図が第20図の様であるとする．運動方程式が

無限遠への発散を許さないものとした場合，定理4よ

り，すべての軌跡は安定な周期軌跡に近づいて行く．図

に示す様に同じ初期値から出発しても，外部変数μのわ

ずかな変化に対して行き着く先が大きく変わる事があり

1987年3月

定理6　安定性の交替

　分岐点を境として安定定常状態は不安定定常状態とな

る．

〉く

　！！　￥￥
　！　　　　　　　、

！　　　　　　　　　　　、

／

　　　　　R

x ×

　　ダのほヘヤ　ののゴの

ズ　　　1！
R　　　　　R

第21図　定理6の説明図・1

9
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逆に分岐点を経ずに安定性が失われる事はない．すなわ

ち第22図の様な事は起こらない．

×

’
ノ

ノ
！

’
一｛ロ隔

R

×

第22図　定理6の説明図2

　なぜならば，定理5より分岐点は特異点であるが，

　　∂φ‘（¢・（μ・）・μ・）一δ‘遵＋∂孟（¢・（μ・）・μ・）

　　　　　∂¢ブ　　　　　4∫　　　∂¢∫

が周期関数の範囲で零固有vec釦Drを持つのは

∂五（¢0（μ0），μ0）／∂勾が実部零の固有値を持つ時であり，

　　　　　∂九（∫0（μ0），μ0）
この時，8一‘　∂η　　の固有値えで，図＝1となる

ものが存在する事になる．すなわち，μ＝μoを境として，

1刻く1→1川＞1が起こり，安定性が失われる．

備考　定常状態の範囲でならば分岐点を経ずに安定性が

失われる事はあり得る．もし，その様な事があるなら

ば，・そこにおいては必ず，非定常周期軌跡の分岐が起こ

っている．

X

　　　　　　　　　　’　　　　　　　　　　1　　　　　　　　　1
　　　　　　　　！
　　　　　　　■
　　　　　　！
　　　　　　’
　　　　　　巳
＿＿＿一一隔一●一一’｝一鴨一
　　　　　　、
　　　　　　＼
　　　　　　　＼
　　　　　　　　、　　　　　　　　　　一～』　　＿

×

齊！画⇒

R

第24図　定理6注意の説明図

定義10摂動系（perturbed　system）

R

　譲　x
講γ　　．
　　　　　　　　　　ヂ　1～　　　　　　　，’マぐ、！

！胤憾欝
　　　　　　欝
　　　P

第23図　定理6の備考の説明図

P

注意例えば第24図の様な，安定性の交替の起こらない

分岐点も存在する．

これは分岐点を境として

　　1え、1く1，R21＞1→1え11＞1，1え21＞1

と言う変化が起こる場合である．

例定義9の例で見た様に安定静止状態が不安定静止状

態に変わると共に安定対流状態が出現している．

　　　　　　　　　　　　1→墜聾攣L

l安定静止状態1　－L壁豊婁蟹

　考えている系の運動方程式を

　　4¢
　　了r＋撫・μ）＝o

とする．これに摂動が加わったものを考え，

　　4¢　　万＋F（¢・μ・α）一〇・F（¢・μ・o）＝メ（¢・μ）

を運動方程式とする系を摂動系と呼ぶ．微小補助変数α

は摂動を表現し，摂動が無い時，すなわちα＝0の時，

摂動系は元の系に一致する．

例台風系の数学的模型を考えよう．これはひとつの台

風とその近傍を全体の大気の運動の中から引きぬき，か

つ台風の運動にとって重要と思われるものに着目し，そ

れ以外の物理的あるいは化学的諸過程を簡単な変数で代

表させるか無視したものである．従って，この様にして

作られた模型には，簡単化もしくは無視した部分が摂動

として加わり得る．

10

鋤鞭勃］
　　台風

　　　　　　　主魅骨組

⑬《キ1書1幸

第25図　摂動系の説明図

定義11構造安定性（struct皿al　stability）

　現実を理想化して作った数学的模型には，いろいろな

（無数の）摂動が加わり得る．ある系

　　‘1¢
　　コ万＋ノ（¢・μ）＝o

が，それに対する任意の摂動系

、天気”34．3．

の

●

●

費
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　　4劣　　万＋F（∬・μ・α）一〇・F（∬・μ・o）＝ノ（¢・μ）

と似ている時（解の定性的ふるまいが同じである時），

この系は構造安定であると呼ばれ，それに似ていない摂

動系が存在する時，構造不安定と呼ばれる．

　以下において，この事と関連して，特に，ある系の分

岐図が，摂動が加わる事によってどの様に変化するのか

を調べるが，その前に2．において，低次元への還元に

ついて述べる．

　2．低次元への還元

定義12　流れ（flow）

　次の運動方程式を持つ犯次元状態空間の系を考えよ

う．

　　伽‘　　　　　　　・
　　一＋五（¢）＝0．z＝1，2，…，％
　　4云

初期値飾から出発した時間蹄こおける状態をφK∬，孟）

と書いて，これを¢‘から出発する流れと言う．もちろ

んこれは運動方程式の解であるから，

　　　∂
　　万rφ‘（彫）＋五（φ（彫））＝o

となる．窺から出発した時間∫1＋ち後の状態はφ乞（¢，

」1＋云2）であるが，これはφi（劣，云1）から出発した時間∫2

後の状態とも見徴せるから，

　　φδ（∬，∫1＋渉2）＝φ‘（φ（¢，云1），∫2）

となる．また，定常状態∬o‘に対しては，

　　φi（¢o，≠）＝¢o‘

となる．

145

転亡）

鍛

　　　　　　　　o　　　　　　　　I　　　　　　　　専
　　　　　　　　1　　　　　　　　1　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　1
一．、一4亡昌o　i

　　亀　　　　　　　　　　　　　　1
　　臨　　　　　　　　　　　　　　　亀
　　臨　　　　　　　　　　　　　　　亀

　　　　　　　　●

を流れの線形化演算子と言う．定常状態¢o‘に対して，

これは次の様に表現される．

　　∂φ響）一ε讐）

　例えば，1次元の場合を考えると，

　　　∂
　　羽rφ（¢・孟）＋∫（φ（煽））＝o

メ（φ（¢，云）を定常状態∬。のまわりで展開して，

　　｛畜＋∂髪・）｝｛φ（切一¢・｝一一駅φ（切一¢・）

ここでN（φ（¢，≠）一¢o）は，φ（¢，云）一¢oの2次以上の

関数である．これを解いて，

　　　　　　　　　　∂∫（κo）
　　φ（¢，云）一劣o＝8一‘∂劣　（¢一¢o）

　　　　　一8一ε∂幾）五‘4オ8ε∂幾）駅φ（¢・渉）一z・）

これを¢で微分し，¢＝鞠と置いて，

　　∂φ（∬o，オ）　　∂∫（∫・）

　　　　　　　＝8一ε　∂∫
　　　　∂¢

π次元の場合も同様に計算される．

定理8　特異点近傍での固有値の分割

　次の運動方程式によって記述される外部変数μを持つ

系を考える．

　　伽ε　　　　　　　　・　　一＋五（∬，μ）＝0，z＝1，2，…，π
　　4孟

流れは外部変数μの関数となる，の（¢，μ，渉）．∬o‘（μ）を

μ＜μ0において安定な定常状態とし，（¢0（μ0），μ0）を特

異点とする．この時π×π行列∂φ‘（¢・（μ）・μ・∫）の固

　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂∬ゴ
有値の集合Sp∂φ‘（¢o（μ）’μ’云）は，次の様に分割され

　　　　　　　　　∂¢ゴ

る．

　　Sp∂φ‘（劣・（μ）・μ・∫）一S（μ）uS・（μ）

　　　　　　∂勾

　　ごq　　　中（第t）

第26図　流れの説明図

定理7　流れの線形化演算子

！
！

’
’

●

黒裏●翻S（μ）を木議成する

（評s黛μ）巡

流れφi（劣，オ）に対して，銘×π行列

　　　　　　　こ∂φ1（煽）．．．．．．∂φ・（¢，！）

　　　　　　　　　∂¢1　．　　一∂∬％
　∂φi（¢・云）＿　　：　　・．　　　：

　　　∂¢∫　一　　　●　　　●・　　●
　　　　　　　　∂φ箆（∬，云）　●∂φπ（¢，・≠）

　　　　　　　　　∂¢1　……　∂翫

1987年3月

、

￥
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’

1

●

、
、

　　　　　　’
　　　　　　’
　　　　　ノ
　　　　●ノノ
　　　　，！
、　　　　　　　　　　　　　’

区く飾

　　　第27図

、、、

　　　も
　　　曳
　　　　、、
　　　　、￥
　　　　　、、
　　　　　　、、　　　　　　　　一’
　　　　　　　、勒　　　一

　　　　　　外“。

定理7の説明図
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ここで，

　　S（μ）＝｛λ1圃＜1｝μくμ・，so（μ）＝｛λllλ1く1｝

　　　　＝｛λ11λ1＝1｝　μ＝μo

　なぜならば，∬oKμ）から少し離れた状態を，¢o‘（μ）＋

δ¢iとしてδ¢‘に対する運動方程式を解けば，

　　　　　　　　　∂九（∫o（μ），μ）
　　δ曜）一Σ｝・8一ε∂ηδ¢ゴ（o）

　　　　一Σ狙∂φε（響佑）δ∬ゴ（・！

となるが，μ＜μoでは¢oε（μ）は安定だから，固有値は

すべて，1川＜1となる．μニμoで特異点となるから，

　　∂⑳・（μ・）・μ・）＿δ護＋∂弄（¢・（μ・）・μ・）

　　　　　∂¢ゴ　　　　　4！　　　∂¢ゴ

は周期関数の範囲で零固有vectorを持つ．故に

∂五（¢0（μ0）’μ0）は実部零の固有値を持ち，従って，定理

　　∂劣ゴ

7より，圃＝1となる固有値が存在する．

定義13　多様体（manifbld）

力学系概観

状能空周×

一“隔■幅

　、、　　『く＼、

　　　　＼

　局所的に箆次元Euclid空間と同じ構造をしている距

離空間をπ一多様体と言う．例えば曲線は局所的に1次

元Euclid空間であるから，1一多様体，曲面は局所的に

2次元Euclid空間であるから2一多様体である．

蒐∈卜1

　　妙
金《㌶t）∈図

，一堕堕々血職灘N

第29図　不変多様体ゆ説明図

斗犬能空閻×　　　　　　　　笑こ∈ト4

　　　　　　　　　　　　　　　妙
　　　　　　　　　　　　舞。，屯（・＋8葡∈N

　　　　　　／　　　　初期値
　　　ρ噛、一r〆、
　　　　　’　　　　　　　　、　　　　’　　　　　　　　　　　　　、、　　　　ノ　　　　　　　　　　　　　　　　　　、

　　　　’　　　1　，　　 ノ

．．、，一一．一無を不変多様躰図

O

●

第30図　安定な不変多様体の説明図

曲線＝き多糠休

　　　　　　直線
　　　　　　　ヨヨ　　　　　脳欠元E艮clld空間

定理9　安定な不変多様体

　定理8で述べたS（μ）に属する固有空間をE（μ）と

し，5・（μ）に属する固有空間を浄（μ）とし，¢o‘（μ）を

原点として状態空間をE（μ）と抄（μ）に分割する．

　　XニE（μ）㊦Ec（μ） ●

曲面一2一多糠体

　　　　　　　O
ノ’〔一一爾一、、
　　　　　　　　、　　　　　　　　　、

21魏棚

状穂鱒×EC（ト）

乏／｛し鵡こ（〆）

E（ト）

第28図　多様体の説明図 第31図　定理9の説明図1

状態空間Xの多様体班上の任意の点¢から出発した

流れがM上にとどまる時，班は不変多様体と呼ばれ
る．

状態空間Xの不変多様体Mの近傍の任意の点∬から

出発した流れがMに近づいて行く時，Mは安定である

と呼ばれる．

　12

この時，原点¢。ε（μ）の近傍で次の条件を満たす多様体

〃（μ）が存在する．

　①P加班（μ）＝n伽E（μ），ただしZ）加は次元．

　②原点¢o‘（μ）∈M（μ）であり，原点¢o‘（μ）におい

　　てM（μ）はE（μ）に接する．

　③M（μ）は安定な不変多様体である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　、天気”34．3．一

食
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●

●

6（ト）

図卜1（μ）

E（ト）

第32図　定理9の説明図2

　理由は以下のとおりである．

　原点∬o茗（μ）から少し離れた状態を∬o‘（μ）＋δ碗と

し，δ飾の非線形項を無視すると，

　　δ∬ε（∫）一Σ｝1∂φ‘（響μ）δ¢ゴ（・）

故に，もしδ娠0）∈E（μ）ならばδ¢躍）∈E（μ）であ

り，もしδ餓（0）∈控（μ）ならばδ飽（∫）∈浄（μ）であ

る．すなわち，E（μ），控（μ）は不変部分空間である．

δ¢ε（0）＝δ婿（0）＋δ∬〆（0），δ¢‘ノ（0）∈E（μ），

　δ多乞”（0）∈EO（μ）

とすると，

ε虫δ離）＝君虫∂φε（響’μ）δ∬〆（・）

　　　　　　＋lim∂φ‘（¢・（μ）・μ・オ）δ∬ゴ〃（0）

　　　　　　　ε→。。　　　∂∬ゴ

　　　　　　ー1im∂φ‘（∬・（μ）・μ・∫）δ∬ゴ’（0）∈E（μ）

　　　　　　　‘一。。　　　∂∬ゴ

すなわち，E（μ）は安定な不変部分空間である．

1’
』
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
　
卜

帳DE隻ρ

卜4（仔）

第34図　定理9の説明図4

E（〆）

においては，”国（μ）はE（μ）と接するから，

E＝E（μo）に対しては少しだけ傾く．

ゴ

M（ト・）

E

c噌

一一般に

い㊥

　9⑨

第35図　定理9備考の説明図1

∈

　故にハ4（μ）上の周期軌跡の分布は，それらのEの上

への射影の分布と本質的に同じものとなる．

●

◎

ビ（ゆ

　　　　　　　　　E（ρ

第33図　定理9の説明図3

無視した非線形項の影響で，まっすぐな不変部分空間

E（μ），EO（μ）は，曲がった不変多様体M（μ），M6（μ）

となる．原点¢oi（μ）においては非線形項は零であるか

らM（μ），〃「0（μ）はE（μ），EO（μ）に一致する．すなわ

ちM（μ），1昭（μ）はE（μ），EO（μ）に接する．

備考　定理8，定理9より次の事がわかる．特異点の近

傍における分岐図の様子を調べる問題は，元の状態空間

Xから，［λ卜1を満たす固有値λに属する固有空間

E＝E（μo）へと還元される．

　なぜならば，着目する周期軌跡は，すべてM（μ）上

にあるが〃てμ）はμ＝μoにおいてEと接し，μ≒μo

1987年3月

C。のE価射影

　　　　　　　5『M（卜）

　　　　　　　　　　q

め刀レで
、
、
／

／一　　　ε

　…

　！

　き

第36図　定理9備考の説明図2

　Eが1次元となるのはπ×n行列∂五（∬o（μo）・μo）が1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂∬ゴ

つの零固有値を持つ場合であり，この時，∂φi（∬0（μ0）’μ0〉

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∂¢ゴ

ー暢＋∂弊鍔）　）は定常状態の範囲で零固有

15
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vectorを持ち従って定常状態の解の一意性が破ぶれ，定

常状態から定常状態が分岐し得る．

E

e七C．

P
第37図　定理9備考の説明図3

　Eが2次元となるのは∂ノ1（¢o（μ9）’μo）が2つの零固有

　　　　　　　　　　　　　∂卿

値を持つ場合と1対の共役純虚数固有値を持つ場合であ

る．前者の場合∂φ‘（¢0（μ0）’μ0）は定常状態の範囲で零

　　　　　　　　　　∂¢∫

固有vectorを持ち従って定常状態から定常状態が分岐

し得る．

　　　　　　　　　，　　　　　　　　　ノ　　　　　　　　　！　　　　　　　　ノ　　　　　　　　！！

　　　　　　　＼

　　　　　　　￥￥

　　　　　　　　￥￥
　　　　　　　　　￥￥

e士．C．

R
第38図　定理9備考の説明図4

　後者の場合∂φ‘（¢0（μ0）’μ0）は定常状態の範囲では零

　　　　　　　　　∂¢∫

固有vectorを持たず，故に特異点の近傍において定常

状態は1つしかないが，周期関数の範囲では零固有vec－

torを持ち従って周期軌跡の一意性が破れ定常状態から

非定常な周期軌跡が分岐し得る．

例1963年Lorenzは容器に入った液体を下から加熱し

た場合の対流現象を考察して次の方程式を導いた．

畜lii＋騰恥／切

ここでσ＞0は液体のある性質を表し，δ＞0は容器の

形状を表す数である．μは液体の上面と下面の温度差を

表し，これが外部変数となる．

であるから，五（0，μ）ニ0，すなわち飽＝0は，すべて

のμに対して定常状態である．

鵯陰端で一
響一儒1］・一

これは，μ＝1において1つの零固有値を持つので，

（¢，μ）＝（0．1）は特異点となり，1次元定常状態分岐の

問題となる．

へ　　E

》
一一一一一一一　　e士ゑ

14

第39図　定理9備考の説明図5
R

　51次元定常状態分岐の問題

定義14開折（unfblding）

　（¢，μ）＝（0，0）を特異点とする1次元の系

　　4劣
　　一十κ劣，μ）＝0
　　4云

に対して摂動系を

　　4¢　　万＋F（¢・μ・α）一〇・F（¢・μ・o）＝メ（¢・μ）

とする．ここでα＝（α2，α3，…）は摂動変数である．考

えるべき事は，元の分岐図，

　　｛（¢，μ）1メ（¢，μ）ニ0｝

と摂動系の分岐図，

　　｛（¢，μ）！．F（¢，μ，α）＝o｝

の関係である．摂動変数αも外部変数と考えて（μ，α）

＝（μ，α2，α3，…）をα＝（α1，α2，α3，…）と書いて，これ

をあらためて外部変数と呼び，これらが構成する空間を

外部空間と呼ぶ．バ¢）＝ノ（¢，0）をF（¢，α）のすべての

外部変数αが零になったものとする．すなわち，ノ（劣）

＝F（¢，0）．この時，．F（¢，α）はメ（¢）の開折であると

言われる．ノ（¢）に摂動が加わる仕方は無限であるから，

無限に異なる開折が存在する．

、天気”34・3・

o

●

●

，



●

●

●

◎

定義15定常相図（stationary　phase　portrait）
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バ¢）の開折F（∬，α）に対して，

S‘α君（F）＝｛（劣，α）IF（¢，α）＝0｝

を．Fの定常相図と言う．これは，運動方程式

　　伽　　一＋F（¢，α）＝0
　　4云

によって記述される系の定常状態を表す．

定常状態の内，∂F（¢，α）／∂¢＞0の所は安定であり，

∂F（∬，α）／勧＜0の所は不安定である．

4丈憾空周

警〉・要定

従って取％∂讐α）一雇犠β）となり安定性

も変わらない．すなわち，ハ～瓦とはSεαオ（瓦）と5観

（馬）が同値（本質的に同じ）である事を意味する．

ノ

　！　ノ1！

／1

！

ノ

状驚些簡

＆士

！
1

￥
￥
￥

！ ￥

！
、

、
！
ノ

、

　　　　里　　縦空閻

＆t（E）
　　　　　　St互t（K）

外部縮

！

！

ノ

’
！1 ￥

、

第41図　開折の同値性の説明図

定義17普遍開折（universal　unfblding）

、
、

外纏間

、　　　　　タ陶療．闇
ヤヤ

　　ヤヤ

幽む，薯．

　　∂＝c

Stαt（F）詐岡・・と蹴夢（綱の集合1

　　　　第40図　定常相図の説明図

定義16　開折の同値性（equivalence）

∫（∬）の異なる2つの開折F1（∬，α）と為（¢，β）に対

して次の様な変換が存在する時，F、と馬は同値であ

ると言い，F1～＆と書く．

　　．F1（の，α）＝S（∬，α）馬（X（劣，α），B（α））

ここで，S（劣，α）＞0，∂X（¢，α）／∂¢＞0，X（0，0）＝0，

B（0）ニ0であり，（∬，α）→ψ（∬，α）＝（X（∬，α），B（α））

は座標変換（可逆）である．可逆であるからもちろんα

の個数とβの個数は等しい．

　任意の（∬，α）∈Sオ、K君）に対し七η（∬，α）＝0．

S（¢，α）＞0であるから端（ψ（∬，α））＝・0．従って，ψ（∬，

α）∈Sf、K馬）一かつ，ψが可逆である事を考えると，

ψS‘、‘（ハ）＝S鰯（馬）となり，定常相図の定性的な位置

関係は変わらない．一方，

　　∂ハ（∬・α）一∂s（∬・α）馬（ψ（¢，α））

　　　　∂∬　　　　　∂∬

　　　　　　　＋s（∬，α）∂x（¢・α）∂為（瓦B）

　　　　　　　　　　　　　∂∬　　　　　∂X

故に，（∬，α）∈S弼（鶏）に対して，

　　∂ハ（∬・α）一s（¢，α）∂x（¢・α）∂馬（xβ）

　　　　∂¢　　　　　　　　　　∂∬　　　　∂X

1987年3月

メ（湿）の開折U（劣，α），α＝（α1，α2，1・・，αp），ρ＜∞，

が次の条件を満たす時，準普遍と呼ばれる．

　メ（∬）の任意の開折．F（¢，β）に対して

　　F（¢，β）＝5（劣，β）∪（X（¢，β），A（β））

となるS，X，Aが存在する．ここで，
S（∬，β）＞0，∂X（¢，β）／∂¢＞0，X（0，0）＝0　であり・

∬→X（¢，β）は座標変換（可逆）であり，

β→A（β）は，一般にαの個数とβの個数が違うので可

逆ではないし，個数が同じでも可逆でない場合もある。

　準普遍開折の内で外部変数の個数が最小のものを普遍

開折と言う．もし，有限個の外部変数を持つ，どの様な

開折をもってしても上の条件を満たせない時，準普遍開

折は存在しないと言う．上式の意味する所は，S耐（F）

がS孟、‘（∪）の1つの断面と同値であると言う事である．

非摂動系に摂動が加わる仕方は無限であるから，無限に

異なる定常相図が出現するかも知れない．ところが，も

し普遍開折が存在するならば，それらが有限個の変数で

書き尽される事になる．

定義18接空間（tangent　space）

　ノ’（劣）の普遍開折を∪（∬，α），α＝（α1，α2，…αp）とす

る．∬＝0の近傍で定義された，なめらかな関数の集合

をε．と書く．ヵ（∬）∈ε¢としてバ∬）に摂動を加えて

F（¢，β）〒メ（∬）＋融（¢）を作る．』Uは普遍開折である

から，

　F（¢，β）＝バ¢）十βρ（¢）＝S（¢，β）∪（X（¢，β〉・A（β））・

　　S（¢，0）・＝1，　X（¢，0）＝の，　！4（0）＝0

を満たすS，X，・4が存在する．両辺をβで微分し，

β＝・0と置ぐと，

15
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ρ（¢）一∂S舞0）バ¢）＋∂X器0）4髪）

　　　　＋Σ吟10）∂ul舞0）

すなわち，任意のρ（¢）∈εエに対してα（¢），δ（¢）∈ε、

と定数ゐ，i＝1，2，・・ψ，が存在して，

カ（¢）一α（¢）バ¢）＋δ（劣）砦）＋Σ葬1λε∂∪監o）

と書ける．上式の右辺第1項と第2項の集合を∫の接空

間と言い，T（∫）と書く．

　　T（∫）一｛σ（¢）バ¢）＋δ（¢）4益¢）1σ（¢）・6（¢）∈卵｝

上の結果は次の事を意味する．もし∪（¢，α）がメ（¢）

の普遍開折であれば

　T（ノ）＋｛Σ葬1λε∂U藷0）1λε∈R｝

実は，準普遍開折に対して上と逆の命題も真であり，次

の定理が成立する．

定理11Mather第1定理
　∪（¢，α）が∫（¢）の準普遍開折である事と

　　　T（∫）＋｛Σ舞1λε∂Ul農0）1λ‘∈R｝

となる事は同値である．’

定義19部分空間（subspace）

　任意のρ（¢），4（¢）∈ε¢，α，δ∈Rに対して，の（¢）＋

勿（¢）∈ε∬であるからε¢はvector空間である．ε¢の

部分集合1がvector空間である時，1はε。の部分空

問と呼ばれ，1＜ε劣と書かれる．1＝・｛α（¢）ρ（¢）1α（¢）∈

ε¢｝の時，1はρ（¢）によって生成された部分空間と呼

ばれ，1＝＜久¢）＞と書かれる．T（∫）は∫（¢）と

‘ゲ（¢）／4¢によって生成された部分空間である．

　　T（∫）＝〈∫（¢），ガ（¢）＞

　　　　　　　　　　4¢
砒の部分空間吻＝｛ρ（劣）1久¢）∈ε・，ρ（0）＝0｝を考え

る．これは彫＝｛α（¢）副α（¢）∈ε¢｝と書きなおせるので，

¢によって生成された部分空間である，翅＝＜¢＞．任

意の自然数々に対して部分空間がを次の様に定義す
る．

　　吻乏＝くが＞＝｛α（¢）¢列α（¢）∈εの

定義20商空間（quotient　space）

れる事を示している．

定義21余次元（codimension）

　1，∫＜ε∬とする．任意のρ（¢）∈ε¢がσ（¢）∈1と

6（¢）∈∫の和に書かれ，かつ1∩1ニ｛o｝の時，ε¢は1

と1に分割されると言われ，ε¢＝∫e∫と書かれる．／

は1の補空間と呼ばれ／＝1cと書かれる．補空間1cの

次元を1の余次元と言い，Codim1と書く．商空間ε。／

1は1cと本質的に同じものとなる．これらは同型であ

ると言われ，ε¢／1…≡1Cと書かれう．

　普遍開折とは準普遍開折の内で，含まれる外部変数の

個数が最小のものであるから，定理11は，

Codim　T（∫）＝ρ＝普遍開折に含まれる外部変数の個数

　1〈ε¢とする．任意のα（¢）∈ε¢の1への成分を零と

したものの作る空間をε¢の1による商空間と言い，

ε¢／1と書く．ところで，｛Σ纂12∂U（¢，0）／∂αεR‘∈R｝

の次元は高々ρであるから，定理11は，商空間ε¢／T（∫）

が有限次元空間｛Σ裂1ゐ∂U（∬，0）／∂α‘隣∈R｝に含ま

である事を示している．もし，ある自然数々に対して

翅る⊂T（ノ）となれば，ε¢／T（∫）⊂ε¢／甥差＝」隊一1となる．

ここでP滋一1は（ゐ一1）次以下の多項式の全体である．

故に，CodimT（ノ）まDim（ε¢／T（ノ））＜Dim（ε¢／”）＝・

DimP胴＝亙従ってCodim　T（∫）＜・oとなり，普遍

開折が存在する．実は，上と逆の命題も真であり，次の

定理が成立する．

定理12Mather第2定理

　卿る⊂T（∫）となる自然数々が存在する事とノ＠）の

普遍開折が存在する事は同値である．

定義22Jet
バ¢）∈εエの¢・＝0のまわりのTaylor展開のゐ次ま

でをバ¢）の為一Jetと言い，1ザ（¢）と書く．

　　∫差ノ（¢）一Σ髭B・斎4裂）び

定理13普遍開折の存在

　Pるに次の様な開稠密部分集合γが存在する．rもし

1サ（¢）∈’Vならばノ（¢）は普遍開折を持つ．」要する

に，ほとんどすべてのメ（¢）が普遍開折を持つ．

16

定理14

　もし，互いに独立な斑（¢），∫＝1，2，…，Pに対して，

ε¢＝T（∫）㊥｛Σ裂1λ轟（¢）擁∈R｝

ならばノ（¢）＋Σ裂1αε鑑（¢）はバ¢）の普遍開折であ

る．

　なぜならば，ノ（¢）＋Σ裂1αε珊（¢）＝・∪（¢，α）と置く

と，

、天気”34．3．

●

●

●

●
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　　∂∪（¢・0）＝ハ破¢），従って

　　　　∂α‘

　　馳一丁（！）㊥｛Σ影1∂Ul募0）1λε∈R｝

故に定理11よりU（¢，α）はメ（¢）の普遍開折である．

備考　∪（¢，α）を見つけるには，ε¢／T（∫）を張る，互

いに独立な盈（¢）を見つければよい．ところが定理12

よりある自然数ゐがあって，が⊂T（∫）．もちろん

εコ。＞T（∫）＞”であるから

　　ε¢／T（∫）≡（ε¢／”）／（T（∫）／が）

となる．ε4”＝P差。1，T（∫）／砂＝〃dT（∫）である

から，

　　ε¢／T（∫）…≡P乏一1／1κ一1T（∫）

となる．すなわち，無限次元空間ε。上の問題から，々次

元空間Pた一1上の問題へと還元される．

例2．の最後の例で述べた様に，3次元のLorenzの

式

畜ii・［驚納

の分岐図を求める問題は，特異点（¢，μ）＝（0，1）の近傍

で，1次元定常状態分岐の問題へ還元される．この還元

は，3×3行列，

響一［舗
の1次元零固有空間への射影を計算する事によって達成

されるが，もっと簡単に次の連立方程式を解く事によっ

て求める事ができる．

・　縢創幻
これより，¢1＝∬として，

　　　　　　　劣3　　∫（¢・μ）＝丁＋（1一μ）∬

μ一1＝レと置くと（劣，レ）＝（0，0）が特異点となり

　　　　　　　¢3　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢3
　　∫（∬の一丁一レ¢　これより撫）＝τ

従って，T（∫）＝＜ノ（の），4メ（∬）／4¢＞、＝く¢3／6，3¢2／δ＞

＝＜¢2＞＝勉2，ε¢／T（∫）＝・ε¢／甥2＝P1＝｛α¢＋ゐ1σ，ゐ∈1～｝．

故に，Codim　T（∫）＝2であり．，メ（の）の普遍開折

∪（¢，α）は，次の様になる．

　　　　　　　　　　　　　　　¢3　　U（¢，α）＝ノて∬）十α1¢十α2＝一十α1π十α2
　　　　　　　　　　　　　　　わ

∂U（¢，α）／∂¢＝3∬2／6＋α1であるから，3∬2／δ＋α1＞0で

149

安定，3¢2／6＋α1く0で不安定となる．従ってS雄（∪）

は第42図の様になる．

りc

不宙燈
，ザ幽

，”

α亀

りc

α2

之Stは（U）

　　鈍
｛（院嘱）肱⑳o・・1

1987年3月

第42図　Lorenz模型の説明図1

工

委だし

黒詫・勺順恵

　　　　　　　　　　　　　ン

第43図　Lorenz模型の説明図2
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又
　　　刀
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工

〆
一一一

刀
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　　　　　　　刀
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　　　　　〆

　　　　　、一・一一4・

　　　ノ
　　　又
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刀

〆、
刀

記

刀

♂

ノ

　　　　刀

第44図　Lorenz模型の説明図3
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バ¢，り）＝¢3／δ一協の分岐図，すなわち，定常相図S鰯

（ノ（¢，レ））ニ〈（∬，レ）1ノ（¢，レ）＝0｝はIS観（∪）のα2＝0

断面である．

　従って，これに摂動が加わった場合に出現し得る分岐

図は，S観（∪）の原点近傍の，α2＝0から，僅かにずれ

た可能な断面を考えて，次の様になる．

　4．2次元周期軌跡分岐の問題

　（¢ε，μ）＝（0，0）を特異点とする，次の運動方程式によ

って記述される系を考える．

　　φε（灘・μ）一釜＋五（¢・μ）一嚇一・，2

もちろん　五（0，0）＝0であるが，これに加えて，

　Sp∂五（0・0）＝｛＋繊一衣。｝

　　　　∂¢ゴ

とする．ただし土如のづは虚数単位である．

定理15

　原点（¢らμ）＝（0，0）の近傍において，各μに対して

定常状態宛（μ）が一意に存在する．

沈＝

りq

鷲イ趣鷲イ燐簸供）

第45図　定理15の説明図

陸

　なぜならば，∂五（0，0）／∂勾が零固有値を持たないか

ら，∂φ‘（0，0）／∂勿は定常状態の範囲で零固有vectorを

持たず，従って⑰（∬，μ）＝0は（¢ε，μ）＝（0，0）の近傍

で餓について定常状態の範囲で一意に解ける．

■
　
　
　

りCI

　　r」働燗

18

つcユ

μ

備考　（¢‘，μ）を適当に座標変換する事により¢oε（μ）＝0

とする事ができる．この時，すべてのμに対して，

五（0，μ）＝・0となる．　この定常状態はμく0において安

定であるとしよう．

定理16

s∂馨μ）一｛才（μ）・才（μ）｝・

　洪（μ）＝σ（μ）土づω（μ），σ（0）＝0，ω（0）ニω

とする．μ＝0がσ（μ）のπ位め零点であるとする．

すなわち，

　　σ（0）一砿4σ（0）一〇，＿，4π一1σ（0）一〇，4ησ（0）≒0

　　　　　　4μ　　　　　　　　　4μη構1　　　　　　4μπ

この時，もしπが奇数ならば定常状態の安定性は変わ

り，偶数ならば変わらない．

孔可邸

　　　鏡
　∠ユー

噂

ろ　崎薮

第46図　定理15備考の説明図

　　　μ

た々L累九・加、原点

ヌ：2

m邑玖

　　1ご，

μ

第47図　定理16の説明図

調数

　なぜならば，イ士（δμ）をμ＝0のまわりで展開すれば，

　　イ士（δμ）一イ士（・）＋δ磯誉o）＋…

　　　　　　＋（δμ）π翻士（o）＋．．．

　　　　　　　　π！　　41μπ

となるが，これより

鳥イ士（δμ）一（㌘4器）

となり，πが奇数ならばδμの付号によってノ～紐士（δμ）

の付号が変わり，偶数ならば変わらない．

備考

　　Sp∂弄（0’0）ニ｛＋∫ω，一ゴ切であるから

　　　　∂¢ゴ

　　∂φε（鉱0）一δ‘ゴ互＋∂五（0・0）

　　　　∂¢ゴ　　　　4云　　∂¢ゴ

は周期関数の範囲で零固有vectorを持ち，従って周期

関数の範囲で解の一意性が破れ，周期軌跡が分岐する可

能性があるが，”が奇数の場合と偶数の場合では分岐の

様子が，がらりと変わる．

定理17

　∂五（0，0）／∂勾の固有値＋如に属する右および左固有

織天気”34．』3．ξ

の

●

●

◎
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力学系概観

vectorをそれぞれη，1‘とし

Σ1目11疏・＝Σi＝11‘勉＊＝2と規格化する．ここで＊は複

素共役を表わす．（Uli，防‘）・＝（R戯，一1滴），（U1‘＋，

砺＋）＝・（1～ε1‘，1渦）を基底vectorに選ぶと，1～ε碗1ゴ，

煽噛，∂五（0，0）／∂勾は，それぞれ次の様に表現され

る．

　　　　　　　　1　0　　　　　　　　「0　　1
鋤一δεゴー。1，軌1－／－1。，∂響

　　　　　　　　　　　　0　一ω
　　　　　　　＝一ωε‘ゴ＝＝
　　　　　　　　　　　　ω　　0

ここで，玩は虚部を意味する．

　なぜならば，Zi＊，躍は一如に属する右および左固

有vectorであるから，Σ1富11耀＊＝Σ1＝1」ε勉＝・0となる

が，これを使い，

　　（1～ε碗1ゴ）11＝Σ1臨1Σ1雷・（1～εZ‘）（1～εη1ゴ）（1～θη）＝1

　　（R鋤）12士Σ1＝1Σ1零1（R81i）（R励）（一1萌）＝0

以下同様に計算される．

定義23Poincar6写像（Poincar6map）
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　時間云・＝0に点¢‘から出発した軌跡は時間云には

φ‘（劣，μ，渉）にある．時間≠＝0に笥軸上の点飽＝∬δ乞1か

ら出発した軌跡が原点のまわりをまわって時間τ（¢，μ）

に再び鈎軸上の点φi（¢，μ，τ（¢，μ））＝φ1（劣，μ，τ（¢，μ））

δ‘1に至るとする．φ↓（¢，μ，τ（¢，μ））＝P（∬，μ）とする

と，これはμを助変数とする劣の関数となる．これを

Poincar6写像と言う．

　極座標での運動方程式を

　　釜＋9（るμ）一・三

とする．ただし，91＝7，之2＝θ，¢F7云7fθ，あ1＝COS，

砺＝S三nであり，4玩θ／4θ＝一Σ1司砺あプθである・

書一Σ1・1器筈であるから

　　離（ろμ）一Σ1富1（舞）一1乃（¢・μ）

すなわち，9（ろμ）一Σ1呂1（嫡θ一δ号Σ榊劒

ノ｝（7∫7θ，μ）これより一lim9（Z，μ）＝・一・δ2‘・Σ1器1Σ翼31ε惚

　　　　　　　　　　石コ8

∫7乃θΣ1富1∂乃（o・o）∫〆、θ

　　　　　∂貌

ここで定理17および屡＝1玩θ玩θ＝1を使い

　　lim9（2，μ）＝δ2iω
　　7→0
　　μ→0

すなわち，7→0，μ→0において47／認＝0，4θ／漉＝一砿

定義24変位関数（displacement血mction）

P（¢，μ）一∬＝’V（劣，μ）と置き，変位関数と呼ぶ．

コG2

りc8u

（エ，替，τ（丸F））

りC，

第48図　Poincar6写像の説明図

定理18

　　　　　　　　　　　　　　2π　　τ＝・τ（0，0）＝1imτ（¢，μ）＝一
　　　　　　　　∫→0　　　　　　　ω
　　　　　　　　μ→0

すなわち，μ＝0における飾＝・0は，半径7＝0，周期

τ＝2π／ωの周期軌跡である．

　理由は以下のとおりである．

1987年3月

ろ

，vα、μ）

卜一一一今i
l　　　　　l
＝
　　　　　　塁

第49図　変位関数の説明図

もし，’V（∬，μ）＝0の解が存在すれば，

の定義より，周期軌跡を表す．

ろ

それは▽（¢，μ）

定理19

　17（¢，μ）は次の諸式を満たす．

　　γ（砿0）一∂馨0）一∂2膿0）一q

　　∂ηγ（0・0）＿0，π＿1，2，＿

　　　　∂μπ

　なぜならば，yて¢，μ）＝＝P（∬，μ）一¢』＝φ1（¢，μ，τ（勿』μ））

一劣であるから，’V（0，0）＝φ1（0，0，τ）一〇＝・Oとなる．

　　　∂γ（∬，μ）
一方，
　　　　　∂∬

　　＿∂φ1（¢・μ・τ（¢・μ））＋∂φ1（∬・μ・τ（¢・μ））∂τ（¢・μ）＿1

　　　　　　∂¢1　　　　　　　∂云　　　　　∂¢

19
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これより，

∂7（0・0）一∂φ1（0・0・τ）＋∂φ1（0・0・τ）∂τ（0・0）一1

　　∂¢　　　　　∂271　　　　　∂云　　　　∂2，

　　　　　一8一讐0）一・一巻71Z・8一唖・＊Z1＊び　・

　　　　　＝＝1～θ■1」1－1

定理17よりR871」1＝δ11＝1であるから∂γ（0，0）／∂¢＝0

となる．以下同様に計算される．

備考　’V（0，0）＝0，∂η11（0，0）／∂μη＝・0であるから’V（¢，

　　　へμ）＝¢γ（亀μ）となる．¢＝0はγ（¢，μ）＝0の1つの

解となるが，これは元の定常状態を表す．テ（¢，μ）＝0

の解が周期軌跡を表し，

　　テ（0，0）＿lim7（¢・0）＿∂7（0・0）

　　　　　　　¢＿o　∬　　　　∂¢

である．

りμ（¢）は¢＝0において上凸もしくは下凸となる．

　　　　亀

外

定理20

　　ん　　∂7（0・0）＝∂27（0・0）＝＿鍵4σ（0）

　　　∂μ　　∂μ∂∬　　ω4μ

　　　　　　　ん　なぜならば，’V（¢，μ）＝γ（∬，μ）／¢であるから，

　
∂γ（0・0）＿lim⊥∂7（¢，0）＝∂27（0，0）

　∂μ　¢一・¢　∂μ　　∂¢∂μ

　　　　＿∂φ1（0・0・τ）＋∂2φ（0・0・τ）∂τ（0・0）

　　　　　　∂μ∂¢1　　　　　　∂∫∂¢1　　　　∂μ

　　　　一［垂∂φ1（讐砿μ））］μ臨。

｛湯五（φ（鵠τ（鈎・））・・）玉＝。∂馨0）

一［券一（qμ）∂讐μ）］μ＝。

σo

トいトに）

，

r

　　　　　一Σぞ諾1∂φ‘（0・0・τ）∂五（0・0）∂τ（0・0）

　　　　　　　3　　　∂¢1　　　　　∂¢‘　　　　∂μ

ここで∂五（0，μ）／∂物および∂φi（0，0，τ）／∂勾を，

∂五（0，μ）／∂勾，∂カ（0，0）／∂紛の固有値と固有vectorで

表現し，定理17を使って上の命題を得る．

　　　　　　　　　　　　　　　　り備考　もし4σ（0）／4μ≒0ならば∂γ（0，0）／∂μ≒0だか

　　んら，「V（¢，μ）＝0が（¢，μ）＝・（0，0）の近傍でμについ

て一意に解げて，μ＝μ（¢），μ（0）＝0，で表される周期

軌跡が存在する．

μ

工

釣

●

りc

第50図　定理21の説明図

故に，4㍗（0）／4卿≒0となる最小の％は偶数である．

定理22

　り　y（¢，μ）＝0の解μ＝μ（¢）が存在する時，γ（¢，μ）

は次式を満足する．

　　∂る7（0・0）＝0，た＿1，2，＿，酔1，
　　　　∂¢κ

　　∂Nl繋0）一一（N＋・）∂2器0）4砦髪£O！

　　　　　　　ね　なぜならば，’V（¢，μ）＝0の解をμ＝μ（¢）とすると，

　　　　　　　　　　　んすべての¢に対して，’V（¢，μ（¢））＝0，これをゐ回徴分

して，

　　o＿4んv（¢・μ（¢））＝∂左γ（¢・μ）＋∂7（¢・μ）4差μ（¢）

　　　　　　4‘rκ　　　　　∂‘r勘　　　　∂μ　　　4が

　　　＋｛農・…・ぎ猪のついた項｝

これより　々くNに対して∂Ψ（0，0）／∂妙＝0，

　　∂N＋1咽V（0，0）／∂272》＋1

　　　十（ハr十1）（∂2VP（0，0）／∂27∂μ）（42〉μ（0）／4¢1v）＝0

となる．

●

●

定理21

　ん　’V（¢，μ）・＝0の解μ＝μ（¢）に対して，4㍗（0）／4伊キ0

となる最小の”は偶数である．これをNとする．

　なぜならぽ，μニμ（¢）において¢1軸の正の側の点¢

から出発する周期軌跡が存在すれば，この軌跡が¢1軸

の負の側を横切る点を¢，とすると，これは¢’から出

発すると見なす事もできる．従って，μ（¢）＝μ（¢’）とな

20

定理23

　ん　y（¢，μ）・＝0の解μ＝μ（¢）が存在すれば，P（筋μ）

は次式を満足する．

　　［轟∂P（¢言彦（¢））］．鶉。一砿1≦々≦桐・

　　［舞N∂P（∬言多（¢））］．切一轟1∂場繋o）

、天気”34．一3．

◆
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　なぜならば，P（¢，μ（¢））＝’V（劣，μ（¢））十∬であるか

ら，∂P（∬，μ）／∂¢＝∂’V（¢，μ）／∂¢＋1，これを¢で々回

微分して，

　　正∂P（¢・μ（¢）＿∂差＋1y（¢・μ）＋∂2y（¢・μ）4鳶μ（露）

　　4¢乃　　　∂∬　　　　　　　　∂∬毘＋1　　　　　∂¢∂μ　　　4¢毒

　　　　　　　　　　＋｛農・…・離のついた項｝

¢＝μ＝0として，上の命題を得る．

定理24

　7（∬，μ）＝0の解μ自μ（¢）で表される周期軌跡は，

もし∂N＋1y（0，0）／∂∬N＋1く0ならば安定で，μ＞0の側に

あり，もし∂N＋1y（0，0）／伽N＋1＞0ならば不安定で，μく0

の側にある．

笈♂＋IV（αo）ぐo

　　　∂蒐樽1

工1

F

γ1■　　ぜ←V（o．o）

　　　　　　　＞0　　　　∂兀脚

　スヘ
ハ、へ、

一←÷十十チー一一一一
t　，、’ノ
、！　＞ノ

　ムレノ
　エ，

たた’L黒兎・七Yソ栗点・

仔
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　　1∂P（∬言1（劣〉）卜1

ならば安定である．定理19より，∂P（0，0）／∂¢＝・1であ

り，もし∂N＋1y（0，0）／∂¢N＋1＜0ならば，定理23より

∂P（∬，μ（¢））／∂¢は¢自0で極大となるので¢＝0の近

傍で1∂P（劣，μ（¢））／∂副＜1となり，安定となる．一方

この時，定理22より4Nμ（0）／4¢N＞0となり軌跡は，

μ＞0の側に存在する．逆の場合も同様に計算される、

定義2与核（Keme1）

∂讐0）一δ・ゴ議＋∂讐0）の零固有空間を・∂讐0）

の核と言い，瓦．∂亟（0’0）と書く．

　　　　　　　　　　∂∬ゴ

　　ん∂φ鶉o）｛一伽ω‘＋臨7乞弗み∈R｝

すなわち，核は無限次元関数空間の・1～幽8弼と恥7ザω‘

で張られる，2次元部分空間でああ．実は，特異点の近

傍における周期軌跡の分布は，それらの核の上への射影

の分布と本質的に同’じものになり・問題は無限次元開数

空間から2次元の核へ還元される，

第51図　定理24の説明図1

　理由は以下のとおりである．

　μ＝μ（¢）の周期軌跡に対して，P（¢，μ（¢））＝劣．¢よ

り少しずれた例軸上の点¢＋δ∬から出発する軌跡を

考える、

x■ 卜琳α⇒

　　　x竃ヱα．μ（エ））

　　　　　叉†s⊃じ

rぐα・一り

　　　　　　　　　　x，

定理25

　核の上では周期軌跡は円軌跡となる．

　なぜならば，核の上の周期軌跡を¢雄）とすると，

第52図　定理24の説明図2

P（¢＋δ¢・μ（¢））一∂P（ち弊））δ硬あるから・

¢6（オ）＝α1～召■i6例＋61m7乞6例

　　＝α｛COSω∫」？ε7づ一sinω∫1伽7¢｝

　　　十6｛COSωπ観碗十sinωだ～ε7乞｝

　　＝｛腐COSω∫＋δsinω孟｝ノ～ε7‘

　　　十｛σsinω云・一δCOSω∫｝（一1鵬7‘）

1987年3月

すなわち，角振動数ωで反時計まわりにまわる．

半径へ／α2＋62の円軌跡となる．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の備考　核の上では周期軌跡は円軌跡だから，’Vはがと

μのみの関数となる．

　　パ　　　　　　　ゆ
　　V「ま＝V「（劣2，μ）

例
　　∂2γ（0，0）＿∂y（0・0）＿＿迦」4θ（0）＞0，

　　　∂μ∂劣　　∂μ　　ω　4μ
　　∂3γ（0・0）一∂4y（0・0）一〇，∂5y（0・0）く0

　　　　∂¢3　　　∂¢4　　　　∂¢5
の場合を考えよう．（¢，μ）ニ（0，0）の近傍において

　　γ（¢，μ）雲一α¢5柳μ一一¢（α¢4一ゐμ）・σ・6＞0

となる．¢＝0は元の定常状態を表し，αが一伽＝0が周

期軌跡を表す．故に分岐図は第53図の様になる

　次に定常状態¢i＝0を存在せしめる範囲での摂動を

考える．T（¢4）ニ〈∬4，4∬3〉ニ＜¢3〉＝魏3，ε¢／T（∫）＝ε4

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　21



154

」一　　　噛＿艸

←難周期軌顕、

　　たたL
　　黒れ・カ1’源点

戸

第53図　周期軌跡分岐の例1（摂動なし）

力学系概観

勉3＝P2まく砿2＋加＋olα，∂，o∈1～｝．従って，Codim

T（ノ）＝3であり，∬4の普遍開折は，¢4＋α〆＋α2¢＋

α3であるが，定理25の備考より，α2¢の項は生じない．

故に出現し得る分岐図は第54図の2つとなる．

、
1》←、

‘　11

次に定常状態餓＝0を存在せしめる範囲での摂動を考

える．T（¢2）＝〈¢2，2∬〉＝〈¢＞＝翅，ε¢／T（が）＝ε¢／吻」po

＝｛dσ∈R｝．従って，CodimT（∬2）＝・1であり，∬2の

普遍開折はが＋αで南る．故に出現し得る分岐図は第

56図の様になる．
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第54図　周期軌跡分岐の例1（摂動あり）

戸

例

　　㌍辮一誓4誰）一ぱ鴇o）≒・

の場合を考えよう．42σ（0）／4μ2＞0ならば，∂37（0，0）／

∂μ2∂∬く0となり，4σ（0）／4μ≒0の場合と同じ様な方法

で周期軌跡の存在を示す事ができる．この場合，（¢，μ）

ニ（0，0）の近傍において，

　　7（¢，μ）一α¢3一加μ2＝¢（α∬2－6μ2），6＞0，

　　　　　　　∂3’V（0，0）
　　sgnσ＝sgn
　　　　　　　　∂¢3

となる．¢＝0は元の定常状態を表し，σ∬2－6μ2＝0が

周期軌跡を表す．故に分岐図は第55図の様になる．
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第56図　周期軌跡分岐の例2（摂動あり）

F

　たいへん中途半端な感じがするのですが，’とりあえ

ず，これで終わりとします．1章では定常状態，周期状

態あるいは分岐と言った基礎概念について述べ，2章で

は元の状態空間の問題を線形化演算子の零固有空間へと

低次元化する事について述べましたが，これらの事は3

章，4章で述べた事，すなわち，無数の摂動の影響が比

較的少数の変数で記述される事，に対する準備のためだ

けのものではなく，1章，2章それ自身も本解説の重要

な部分として書かれていますので，そのつもりで読んで

もらえれば幸いです．

￥梅不魏繍轍

芦
方寿し黒沈・択’原点

第55図　周期軌跡分岐り例2（摂動なし）
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