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Pe重er　Rhinesの講義ノートr慣性振動」＊

余　田　成　男＊＊

　10年ぶりで講義を聴いている．Peter　Rhinεsのr地

球流体力学」である．大学院生を対象としたもので，

気象，海洋，応用数学の学生15人程が出席している．

Cambridge大学出身なのでO．Re獅olds，G．1．Taylor

……などの親しみを込めた紹介がある．流体の定義から

始まって，回転系での基礎方程式系を導出したところ

で，慣性振動の話となった．冬学期が始まって8時間目

である．（普通，50分授業が週3回ある）．扱い方次第で，

いろいろな場面で取り上げるこ．との可能な題材である

が，彼の場合，パソコンによる実験も含めて2時間ちか

くがこの話題に充てられた．面白い内容だったのでここ

に紹介してみよう．

1．方程式系

回転系での運動方程式（水平方向）は，標準的な表記

に従って，

誓＋叩＋2Ω×　一青7カ＋F＋漁（L・）

と書ける．ここで，

（1）“板”の運動（第1図）を考える：

　　　　　　　　　　　　　　∂
　　7π＝0，7カ＝0　そして一＝0．
　　　　　　　　　　　　　　∂～

（皿）粘性項をRayleigh摩擦で置換える：

　　レ72麗一｛一グ麗，7≧0．

と仮定すると，麗＝（％，〃，0）を変数とする，時間に関
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回転系（ヱ，ッ，2）での“板”の運動を考え

る．板は矩ッ平面に平行な2次元運動をす

る．Rayleigh摩擦は板の下面での機械的
な摩擦と考えても良い．

1987年6月

する1階の線型常微分方程式系を得る：

　　吻　　一一ノ勧＝凡一耀，（1－2σ）
　　4云

　　の　　一＋血＝Fレー7〃．（1－2δ）
　　4∫

ここで，ノ＝2’ρ，ただし，Ω＝（0，0，9）である．外力

が定常の場合と周期変化する場合について，（1－2）の解

を求め，その振舞いを調べてみよう．

　扱いを簡単にするために，複素変数W＝π＋あを導入

する．（1－2δ）に虚数単位ガを掛けて（1－2α）に加えると

次のようになる．

　　4ワv　　万＋（7＋め砂一F（一凡＋峨）・　　（L3）．

ここでは，実数は小文字で，複素数は大文字で表記する
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　　　　　（a）

第2図　一定の力Fが働くときの定常解．
　　　　（b）：∫＝1．O，■＝0．1．

FI

F。c

F

u

　　　　　　　　　　　　　（b）

（a）：（i）∫＝0，■＝0．6；（ii）∫ニ0．6，7＝0；

×

ことにする．

　2．　定常外力問題

　2．1定常解

　Fが時間変化しない場合，（1－3）の特解として定常解
　4ワV
（一＝0）がある：
　4云
　　　　　F
　　四＝　　≡耽．　　　　　　　　（2－1）
　　　　7＋が

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1（注1）∫＝0（回転なし）とすると（π，〃）＝一（凡，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　■
．鞠）で摩擦力と外力が釣り合う（第2図（α），麗（i））．一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　1方，7＝0（摩擦なし）とすると（π，〃）＝一（酌，一瓦）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ

でCoriolis力と外力が釣り合う（π（ii））．∫＞oだと

Coriolis力は衡（ii）に対して直角右向となる）．

（注2）一般には，第2図（b）のように，外力瓦

Coriolis力F’c，摩擦力F／rの釣り合いとなる．

　2．2　自由振動解

　（1－3）で外力がゼ・として斉次方程式の解を求めると

　　砂＝．48『（7＋εノ）‘　　　　　　　　　（2・2）

となり，減衰振動を表す．周期は2πが，振幅が1／8と

なる時間は1／グである．z4は任意定数で，初期値四（0）

に等しい．（つまり，初期値を与えると，その後の運動は

決る．）一般には■＝0の解を慣性振動と呼ぶ．

（注3）　砂の時間変化をガウス平面（π，o）に記入し

たものをホドグラフという．■＝0の場合，速さ

（＝ぜπ2＋〃2）は一定1刈で，方向が時計回り（北半球；

4

∫＞0）に変化する（第3図（a））．

（注4）　云＝0で嵩（0）にあった粒子の位置謬（オ）は，

　　需（渉）一x（・）＋∫評4∫　　　（匹3）

だから，X・＝鉱十砂として（2－2）より

　　　　　　　　　　4　　X（∫）・＝X（0）十　　　｛1－8一（γ＋iノ）り　　　　（2－4）
　　　　　　　　　■＋ヴ

となる．ここで，再びグ＝0とすると，運動の軌跡Xは

半径がレ引1ゲの円（時計回りに動く）となる．第3図（b）

が実例で，これを慣性円と呼ぶ．レ引は粒子（そして

“板”）の運動の速さであるから，結局，［速さ］×［周期］

＝2π×［半径］ニ［円周］の関係である．

　2．3一般解とスイッチ・オン問題

　（1－3）の一般解は，特解（2－1）と斉次方程式の一般解

（2－2）の和で書けるから，

　　W＝耽＋」48一（デ＋‘ノ）ε　　　　　　　　（2－5）

となる．

　ここで，スイッチ・オン問題を考えてみよう．つま

り，KOでは静止（F＝0，W＝・0）していたところに，

外力Fがず＝0で加えられ，それ以降一定に維持される

場合である．云二〇でW＝0だから（2－5）からA＝一四〇

となり，

　　ワV＝耽｛1－6『（プ＋‘ノ）り　　　　　　　（2－6）

を得る．粒子の位置は，

　　　　　　　　　　　　1　　X＝X（0）十耽［云十　　　｛θ噛（猶＋づノ）一1｝］　　（2・7）
　　　　　　　　　　　7＋が

となる．

（注5）第4図に実例を示す．減衰運動しながら，最

、天気”・34・6・
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　　　（a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

　第3図　慣性振動のホドグラフ（a）と運動の軌跡（b），つまり，慣性円．

　　　　亙＝0．2毎に＋印をつけている．
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ヂ＝1．の；　rニの．13　F＝（1．の，0．の）

一20
　－1の

1二

一5 口

×

5

　　　　　（a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（b）

定常外力のスィッチ・オン間題の解．（a）：ホドグラフ．最終定常状態肌を破線矢印で示す．
（b）：運動の軌跡．時間とともに破線に漸近する．≠＝・0～20で△∫＝0．5毎に＋印をつける．

1の

終定常状態肌，つまり，第2図（b）のような平衡状態

に漸近する．

（注6）　一般に，初期値として釣り合っていない状態

が与えられたときに，どのようにして，どのような最終

状態が得られるかという種の間題を調節問題と呼ぶ．

例えば，Rossbyの地衡風調節問題が有名である．ここ

で，摩擦による散逸が調節（Rossby問題での重力波の

役割）を司ると考えると，これも一種の調節間題といえ

よう．

1987年6月 、．5
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　　　　ヂ＝1．の；　F＝（1．の，0．の）
　　2の
　　　　　　　　　　　L

年

　　　　　　　　　　　　r＝Z．日

i15　　　　　　　　　　　　r＝の．2
岩　　　　　　　　　　　　r二臼．5
津
ト　　　　　　　　　　　　r’＝・1．口
奎1の
　　　　　　　　／へ
解
　　　　　　　　’＼1…ii

　　　　　　　／・客

1　5
　　　　　　7／＼l
i・

　　　　　う／　　　　＼ミ

｝　　　　＿一一一一輌一鞠噺㍉価
　　　　　　　　　　　　　、
　l　o
　　　－2　　　　－1　　　　日　　　　1　　　　2

　　　　　　　　　　FREQUENCY　Φ

　第5図　共鳴曲線．IWlmaxはω＝一∫で最大となる．

　3．周期外力問題

　（1－3）で外力がE。ε例で周期変化する場合を考えよ

う．方程式は，

　　4PV
　　万＋（7＋ザ）四一取陛　　・　　　（魯1）
　ヨ

特解として

i四一　ハ8両　　　　（＆2）
1　7＋∫（ω＋∫）

が得られるので・（34）の一般解は・（2－2）と（3－2）の和

となる：
　チ
　｝
　！

12臼ヂ＝Lの；r＝の・の；F＝（1・Z・Z・臼）；ω＝一1・の

Peter　Rhinesの講義ノート「慣性振動」

　　　　　　　　　　　　PV、＝　　Fも

1の

V　の

一10

一
一
2 9　－2図

　　　　7＋∫（ω＋∫）8‘ω‘＋A8一ひ＋‘1）‘ジ．，（ふ3）

・2節と同様に静止状態からのスイッチ・オン．問題を考

えると，

　　w一　端　｛6iω一8一（ず＋‘ノ）り　i（㌻4）

　　　　■＋∫（ω＋ノ）　　　　　　　，

となる．（3－4）は外力に応答する強制振動部分と初期の

非平衡を解消しようとする調節過程（減衰慣性撞動）の

重ね合せになっている．

（注7）（3－4）で｛｝内の大きさは高々2であるから，

　　　　　　　2．Fも　　i　PVl≦l　　　　　　　　　l＝I　PVI　max　　　　　　　t　（3－5）
　　　　　　7＋」（ω＋∫）

どなる．速さの最大値1砂lm、、のω依存性を第5図に示

す．グが小さいとき，外力の振動数が慣性振動数一∫（系

の固有振動数）に近づくと，振動の振幅は非常に大きく

なる．いわゆる共鳴現象である．

（注8）〆＝0の共鳴の場合，ω＝一∫で（3－4）の右辺

は不定となり意味をもたなくなるが，次のように考えれ

ばよい．7≒0としてω＝一∫を代入すると，

　　　　F　　W＝均一‘∫‘（1－8－rε）．　　　　　　（3－6）

　　　　7
8一』・一πナ（欝㌧（望3…と犀開できる艇

　　　　　　　　　7云2　12∫3
　　w＝勝（云一万r厄r●う　1（＄7）

ここで，■→0の極限を考えると

　　躍＝．F冨6一づμ　　，　　　　　　’（3－8）

となり，振幅は時間とともに線型に増加する（第6図）．

2臼

10

Y　　日

　　一1図　　　　　0　　　　　　1の　　　　　2の

　　　　　　　　u

　　　　　　（a）

第6図　共鳴の場合のホドグラフ（a）と運動の軌跡

一10

6

一2図

ヂ＝i．臼；　r二臼．の’；　F＝（1．Z，0．臼）；　o＝一1．図

一20　　　　ー1図　　　　　臼　　　　　　1の　　　　　ξ～臼

　　　　　　　　　　　X

　　　　　　　　　（b）

（b）．渉＝0～20で△∫＝0・2毎に＋印．

　　　　　　　　　　　　　　　職天気”24．6．
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第7図

一2

ヂニ1．の；　r＝の．0；　F＝（1，13，の．の）；　q）＝　の．5

　　　　　u　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　×

　　　（a）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　（b）

周期振動の例．（a）：ホドグラフ，（b）：運動の軌跡．ともに三角関数によって作られる平

面曲線．（b）はハイポ・サイク・イドと呼ぽれる．△渉・＝0．2毎に＋印．周期＝4π．

4

2

1

V　　O

一1

ヂニ1．〔3・；　r＝0．Z；　Fニ（i．21，0．の）；　q）＝〆Σ／10

一2

　－2 一1

第8図

10

5

Y　　O

一5

一1臼

ヂ＝1．Z；　r＝0．0；　Fニ（1．の，の．の）；　ω＝ゾ乞／iの

　　図　　　　1　　　　2　　　　　　　図　　　　5

　　u
（a）

準周期振動の例．（a）：ホドグラフ，（b）運動の軌跡．

トーラスと呼ばれる．．オ＝＝0～1000．△∫＝＝0。5．

　　1の　　　　15

　　X
　（b）

（b）は2次元

2の

（注9）

PV＝

7＝0でω≒∫の場合，

　瓦　　　（θ例一8一憾μ）
づ（ω＋∫）

一語sin［去（ω＋∫）渉］×幽）シ2 （3－9）

となり，2つの単振動の重ね合せになっている．もしω／ノ

1987年6月

が有理数（＝ヵ／g；カ，gは互いに素な整数）ならば轟周

期丁＝・2πカ／ω＝・2π9／∫の周期振動になる（第7図），一

方，ω／∫が有理数でない場合，決して初期値に戻ること

はなく，周期振動ではない．かといっていろいろな振動数

が含まれている訳ではない（単に2成分）ので，準周期

振動と呼ぶ（第8図）．

7



564

24

Peter　R㎞esの講義ノートr慣性振動」

23

5艇m

22

21

～

20

1918

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4・3）

となる．この項は，’→o・で一［摩擦項］となり，平衡状

態が出現する．

　周期外力の場合，（3－4）より

　　　　　　　　　協12　　R8［曜＊］＝12＋（ω＋∫）2｛■（COSω云輔8疇γεCOSガ）

　　　　　　　　十（zσ十ノ）（sinω渉十8需κsin声）｝　　（4■4）

である．”≒・一∫で■＝0とすると，エネルギー方程式

は

畜告IWl2一轟チ（s酬s㎞ガ）　（45）

と書ける．一方，共鳴状態の場合は（3－8）より，

　　　4　1
　　万71瑚2二囲2ず　　　　i（塩6）

　　　　　　1　　　　1となる．K＝71PVl2＝・71跳12ず2で，運動エネルギーは

時間の2乗に比例して単調に増大してゆく，ちなみに，

ホドグラフでは，原点からの距離の2乗は伊VPであり

運動エネルギーに比例する．

第9図GustafもonとKullenberg（1936）によるバル

　　　　チック海での流速観測をペクトル・ダイヤ

　　　　グラムで示したもの（Gill教科書より）．

　4．　エネルギー論

　出ネルギーについて考察してみよう．（1－2a）にπ，

（1・2b）に〃を乗じて，各辺を加えると，次の運動エネ

ルギー方程式を得る：

　　4K＿4　1ア万7（％2＋02）＝疵＋喝　（麗2＋”2）・（41）

複素数を用いるならば，PV＊x（1・3）＋ワVx（1－3）＊より

　　4K　　4　1　　万＝万万IWl2－R8［四F＊］引照　（42）

ここで，＊は複素共役，鳥［］は実数部分，伊VP＝

，V琳を意味する．［運動エネルギー変化率］＝［外力の

仕事率］＋［摩擦力の仕事率］の関係にある．ここで，

Coriolis力の項はエネルギー方程式に顔を出さない．

Coriolis力は速度と直交しているので，粒子に対して何

も仕事をしないからである．

　第2図の定常解の場合，当然ながら外力項と摩擦項が

相殺される．慣性振動の場合はF＝0，7＝0で，やは

り運動エネルギーは保存される．定常外力のスイッチ・

オソ問題の場合，（2－1），（2－6）より外力項は

　　R，［曜＊］一IFl2｛、’‘（〆＋∫2）1／2c。s（舟α）｝，

　　　　　　　　戸＋∫2

　　　　　　　　tanα＝〃7　　　　　　（4－3）

8

　5・観測例

　たいていの教科書には慣性振動と考えられる観測例が

上げられているが，いずれも海洋中のものである．第9

図はバルチック海での流速の観測で，北西に向う流れの

上に時計回りの振動成分が重なっている．緯度60度での
慣性周期は約・4時間（T－2π／2Ωs血φ一却ay／sinφ）．

約1週間明瞭な振動（減衰振動）が見られる．

　第10図には海面下30mでの運動エネルギーのパワ

ー・スペクトルを示す．半日潮汐の他に慣性周期（53時

問，緯度13。N）のところにピークが存在する．海洋中

での運動の多くは，大気よりそのエネルギーを得ている

が，大気には明瞭な慣性周期のピークはない．むしろ，

この周期帯ではランダムな周期の外力と考えて良いであ

ろう．にもかかわらず，海洋の応答にこのようなピーク

が現れるのは，第5図に示したような共鳴現象によると

想像される．

　振動の鉛直構造をみてみると（第11図），必ずしも“板

状”ではなく，波状に変化している．慣性重力波のうち

の慣性周期に近いものとして理解するのが良いのであろ

う．“板”にこだわるならば，北極海の氷の運動（夏季）

に明瞭な慣性周期のスペクトル・ピークが存在するとい

う報告がある（ColonyとThomdike，1980）．同じ場所

での地上風のスペクトルにはこの周期のピークはないの

で，やはり，共鳴による選択的応答という解釈が良さそ

うである．もっとも氷の浮かんでいる海も運動しうるの

黙天気”34．6．
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　第11図　流速の鉛直分布．太線は細線より⊥慣性周期後の観測（LeeとWunsch，1977）．波状の“鏡像・関
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2
　　　　　係は，慣性周期に近い重力波と考えられる．第9・10図は混合層内での観測であり，この図は，そ

　　　　　こで励起された慣性重力波が下方に伝播しているのを捉えたと考えられる．
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で，話は簡単でないだろうが．

　大気中の例では，Wangara観測の夜間ジェツト（Gill，

1982：P・332－333）や…成層圏中の慣性重力波の臨界面付

近での振舞（SidiとllBarat，1986）などがあげられる．

　ところで・何故・輝性振動は海洋中のほうでよく観測

されるのだろうか？『気体よりも液体のほうが“板”に

ちかい・」というのは、i冗談として・大気中のほうが・慣

性周期に近い周期帯での不安定現象がたくさんあり（対

流からメソ・スケール擾乱まで），中立振動である慣性

振動などすぐに掻き乱されてしまうからと考えられる。

実際，大気中で観測されるのは成層圏や夜間（対流圏）

である．また，境界条件の違いも重要かもしれない．

　6．　おわりに

　慣性振動は大気中では重要でないせいか，教科書など

で大きく扱われることはめずらしい．Holtonの教科書

（1979）ではr自然座標」（natural　coordinates）」を用い

て，傾度流の1極限という説明をしている．すなわち，

傾度流は［Coriolis力］＋［遠心力］＝［気圧傾度力］と3

つの力の平衡として書けるが，慣性流は［気圧傾度力］

＝0の場合で，（注4）の関係が直接導き出される．ち

なみに，［遠心力］＝oが地衡流，［Coriolis力］＝oが旋

衡流である．また，J．Pedloskyの教科書（1979）は流

路モデルが主体で∫慣性振動の項は無い．

　一方，A・Gi11（1982）は，2ヵ所で慣性振動を取り上

げている．1つはr表面重力波に対する回転の効果：

Poincar6波」の節で，振動数ω→ノ極限の重力波として

説明される．もう1つはr風によって励起される，海洋

混合層での慣性振動」で，この解説の1，2節に相当す

るところが記述されている．

　日本の教科書では，正野（1960）や栗原（1979）は回

転系での運動方程式の導出直後で慣性振動を説明してい

る．栗原の図1・14は，振動の軌跡が慣性系では楕円に・

なること（周期は2π／Ω），Ωで回転する観測者にとっ

ては周期π／Ωの円運動にみえることをうまく表現して

いる．一方，慣性重力波と関連させて記述してある教科

書に，小倉（1978），木村（1983）などがある．木村は，

現実に慣性周期が卓越する（第10図）理由として，慣性

重力波の分散関係式から，ω→！極限で水平群速度がゼ

ロとなる（つまり，波動のエネルギーが同じ所に留まっ

ている）ことをあげている．これは，共鳴によるという

説明と異なるように思われるかもしれないが，そうでは

ないと思う．“板状”運動から出発すると波動のエネル

10

ギー伝播の話に近づけないけれど，強制慣性重力波の枠

組で共鳴問題を考え，エネルギー伝播との関連をつける

ことができるはずである．（エネルギーが逃げてゆけな

い状況で，エネルギーが注入され続ければ，それはどん

どん溜り続ける．）

　地球流体力学のなかでレ線型常微分方程式で済む話

は，慣性振動とB皿nt－vaisala振動くらいである．それ

以外は，一般に，偏微分方程式の世界であり，解析的に

解を得ようとするとスケール・アナリシスや線型化とい

・った手続きが必要なややこしい問題ばかりである．今

回，このような大学教養の振動論レベルの解説を書いた

のは，地球流体力学の入口で慣性振動という話題をじっ

くり取上げるのも意義があると思ったからである．仮定

（1）で落した項が流体力学の本質であり，流体力学の問

題はすべてここから始まる訳であるが，回転の効果を理

解するためには，“板”の運動を調べておくのも悪くは

ないだろう．ここで触れたように，Coriolis力，自由振

動，強制振動，共鳴，周期／準周期……など重要な基本

概念が含まれており，それらを説明するのにも格好の題

材であろう．

　式いじりに飽足りなければ，回転台を用いた実験も面

白いかもしれない．台からの高さがΩ272／28（■は回転

軸からの距離）の回転放物面となる鉢（つまり，鉢の底

面が等ポテンシャル面，回転台の“ジオィド”となって

いる）を回転させ，そのなかでの板片の相対運動をみた

り，また，それに力を加え続けたりすれば，慣性振動や

外力問題の実験となる．パチンコ玉を敷いて摩擦力を小

さくしてやれば，ゆっくりと運動を観察できるだろう．

（もっとも，板片が鉢の回転になじむまでに時間がかか

るだろうが．）

　1，2章が講義の中心であり，3～5章は彼の話をヒ

ントに書き加えたものである．講義の雰囲気が少しでも

伝わればと思う．最後に，こういう形で発表することを

快諾し，いろいろ議論してくれたPeter　Rhinesに感謝

する．
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第13回rリモートセンシングシンポジウム」講演募集などのお知らせ

主催：㈱計測自動制御学会企画：リモートセンシソ

　　　　グ部会

協 賛：目本気象学会・他

　標記について，下記要綱によって一般講演の募集をい

たしますから，ふるって応募されるよう希望いたします．

日時：昭和62年10月26日（月），27日（火）〔特別講演，

　　　　特別セッション，一般講演，懇親会〕

会場：国立教育会館

　　　　東京都千代田区霞が関3－2－3，地下鉄虎の門

　　　　駅下車〕

特別講演：10月26日（月）午後

　　　　r海洋観測衛星“もも”について」

　　　　　　　　　講師　小泉深吉（宇宙開発事業団）

　　　　r海洋観測衛星“もも”の運用について」

　　　　　　　　　講師　綾部広一（宇宙開発事業団）

講演申込締切：昭和62年7月13日（月）

講演申込方法：A4判用紙に下記を記入し，学会事務局

　　　　あてお申込ください．1）題目，2）発表者氏名

　　　　（登壇者に○印）および勤務先，3）登壇者の連

　　　　絡先と所属学協会名，4）400字以内の概要，5）

　　　　希望するセッション名（下記参照，複数も可），

　　　　6）原稿枚数（2ぺ一ジか4ページ）の指定，

　　　　1），2）については英文名も併記してください．

講演セッション名：計測システム，データの収集および

　　　　補正，データ解析システムと手法，応用などを

　　　　予定しています．

講演の予稿集：講演時間は1件20分とし，予稿集はオフ

　　　　セット印刷で1論文1，480字詰原稿用紙2ぺ一

　　　　ジまたは4ぺ一ジとします．原稿用紙は申込み

　　　　の後，学会事務局より送付いたします．

講演原稿の締切：昭和62年9月25日（金）

参加費（予稿集代含）：当学会および協賛学協会会員

　　　　5，500円，学生3，500円，一般6，500円

講演申込先：〒113東京都文京区本郷1－35－28－1

　　　　社団法人計測自動制御学会リモートセンシング

　　　　シンポジウム係　電話　（03）814－4121
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