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r気候一次元“模型”の解析」＊

石井正好＊＊・金久博忠＊＊＊

　要　旨

　North（1975）が組み立てたBudyko・Sellers混合型気候一次元模型の定常解とその安定性を，Sturm－

Liouville定理によって得られる固有値および固有関数を用いて調べた．また，Liapounov－Schmidtの還元

法を適用して無限次元状態空間の定常相図を局所的に2次元に射影し，模型に内在する分岐を調べた．この

ように模型を解析的に調べた結果は，気候一次元模型における定常解の多重性および定常解の分岐等の点で

これまでの研究のものと一致した．

　1．はじめに

　気候一次元模型を扱ったこれまでの研究の総論は，

Ghi1（1976，1987）に詳しい．

　気候一次元模型とは，太陽光の入射反射，大気・海洋

・地表面からの赤外放射および渦拡散による緯度方向の

熱移流の各緯度におけるエネルギー収支を考えるもので

ある．BudykoやSellersの模型を原型とするこれまで

の研究は，数値的解析や切断模型に依るものであるが，

太陽定数の変化に対する定常解の変化に注目して，3つ

の定常解が存在すること，定常解は，太陽定数の変化に

対して敏感に反応することを結論している．ここで3つ

の定常解とは，現在の気候に相当する安定な定常解，至

るところ極端に気温が低い安定な定常解そしてこれらの

中間に位置する不安定な定常解のことである．

　Northは，渦拡散係数を一定にしたときの定常解を

Legendre関数を用いて決定した．我々の研究で扱う模

型はNorthの模型と同型であるが，渦拡散係数を緯度

の関数とした．数値解析や切断模型に依らず解析的に調

べるためにLiapounov－Schmidtの還元法を用いた．模

型を構成する係数や関数については，これまでの研究に

倣い必要かつ妥当な条件を与えた．

2．模型および支配方程式

年平均かつ経度・高度方向に平均した気温丁を状態変

数としエネルギー収支式を組み立てる．Tは南北半球対

称として何れか一方の半球のみ考える．

　まず，Budyko（1969）に倣い気温丁がある温度Ts

よりも大きければ氷雪は存在せず小さければ氷雪は存在

するとし，1からalbedoをひいた吸収率a（T）を，

・（T）一｛lll提劣端但し鞠＞％

と定める（第1図）．緯度φにおける太陽光の吸収を

μqs（φ）a（T）とする．μ（＞0）は太陽定数の変化を表

す外部助変数（μ＝1は現在の状態），qは太陽光の平

均入射量，S（φ）は太陽光入射の緯度分布を表す関数

である．

　次に，大気・海洋および地表面からの赤外放射は，経

験的に定数A，B（B＞0）を用いてA＋BTで近似で

きることが知られている（Budyko，1969）．

　次に，緯度方向に渦拡散による熱輸送V・（k（φ）7T）

を考える（Sellers，1969）．k（φ）は渦拡散係数で正定符

α（T）
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号である．渦拡散の式は変数x＝sinθを用いると，

　　者［k（x）（・一ビ）表丁（殉t）］

となる．ここで，k（x）に地球の半径の2乗の逆数を含

めた．

　以上3項目のエネルギー収支を表す支配方程式は，時

間tとxを独立変数とするT＝T（t，x）の偏微分方程式

となる．後の議論の為に右辺をF（T，μ）としておく．

　　C（・）審丁≡F（鳴μ）一者［P（・）表丁］

　　　　　　　　　　　十μQ∫3（x）a（T）一（A十BT）

　　　但し　P（x）＝k（x）（1－x2）

ここで，C（x）は熱容量で，正定符号である．

　極と赤道において熱輸送を零とする．この境界条件

は，次のように表される．

　　［（・一x2）囲者丁］机1一・

■（エ）

■

卜〉惰

ド噸

　S（x）を減少かつ上凸関数とする．S（x）を0から1ま

で積分した値は1である．南北の対称性からSノ（0）＝0

（・一轟）を満斌太陽光の極における入射量は零で

はないが他の緯度に比べれば小さいのでS（1）≧0とす

る．

　3．定常解と安定性および分岐

　3．1　暖かい定常解および冷たい定常解

　地球上に氷雪のまったく存在しない定常解を暖かい定

常解Tw（x）（≧T、），地球上が完全に氷雪で覆われた定

常解を冷たい定常解丁。（x）（≦T、）と定義する．

　暖かいもしくは冷たい定常解におけるF（T，μ）の線

形化演算子Lは，a（T）が定数だから，

　　L．u＿1imF（T＋hu・μ）一F（T・μ）

　　　　　h→o　　　　　　h

　　　　一（表P（x）農一B）・u（x）

である．Lの固有値λおよび固有関数φ（x）を，

　　L・φ（x）十えφ（x）＝0，

　　　［（・一ビ）喋φ（x）］一ら1一・　（・）

とすると，（1）はsinglarSturm－Liouville問題とな

り，λ，φ（x）について付録1に示す事柄は既知であ

る．ここで，（1）は気温丁に依存しないことに注意す

る．Lを用いると，系の任意の定常解が満たすF（T，

μ）＝0は

■■』　一　　■■ト　燭■■　　幽■■　　一　　■■■し　　■■■甲　　■■騨』■■噂閣一■甲　r■噂　噂■■r一■■■r　噌　■■」　　■一

0

第2図暖かい定常解

1　z

μqS（x）a（T）一者［P（x）曇丁（x）］一BT（x）一A

　　　　　　　　－L・（T（x）一会）　（2）

となる．さらに，付録2より任意の定常解は次式を満た
す．

T（x）一一会＋μ唱妬薯）∫ldx妬（x）a（T）S（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3）

特に，暖かい定常解はa（T）が定数aMであるから，

　　　　　　　A　　　　　＾　　Tw（x）ニー一十μ（きMS（x）　　　　　　　　　　　（4）
　　　　　　　　B
　　　　ハ　但し　　S（x）＝一L－1・S（x）

　　　　　　一踏1）∫ldx妬（x）S（x）

　　　　　　　　　ムとなる．付録3よりS（x）は正定符号かつ減少関数であ

るから，Tw（x）はxについて減少関数であることが分

かる．また，Tw（x）はμについても単調であるから，

Tw（x）≧T、により暖かい定常解が存在できるμの最

小値が

　　　　　T、＋A／B
　　μM＝　　　　＾
　　　　　qaMS（1）

と求められる（第2図）．もしμ≧μMを満たすμのあ

る値で，異なる2つの暖かい定常解丁1（x），T2（x）が

存在すると仮定すると（2）式によりL・（T1（x）一丁2（x））

＝0となる．ところが付録2に示すようにLは可逆だか

ら矛盾が生じる．従って，暖かい定常解には一意性が成

立する．付録2に示すように，暖かい定常解における線

形化演算子Lの最小固有値の値はB＞0である．ゆえに

全ての固有値は正であるから暖かい定常解は安定であ

る．T（x）を任意の定常解とすると（3）より，

34 、天気”36。5．
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ユ　㌶

（λM

T（x）一窺一一（含＋恥）一μ叫一1・S（x）a（T）（5）

S（x）a（T）は正定符号だから付録3より右辺第2項も正

定符号である．μが十分大きけれぽ任意のxに対して，

T（x）≧T，，即ち暖かい定常解以外の定常解は存在しな

い．

　冷たい定常解Tc（x）の場合も，一意性，単調性，安

定性は暖かい定常解の場合と同様に成り立つ．冷たい定

常解が存在できるμの最大値μmは，

　　　　　Ts＋A／B
　　μm＝　　　＾
　　　　　QβmS（0）

と求められる（第3図）．また，T、＋A／B＞0であるか

ら（5）より，μが充分小さければ冷たい定常解以外の

定常解は存在しない．

　3．2　模型に存在する分岐

　暖かい定常解と冷たい定常解以外の中間の定常解は少

なくとも1度はT，を横切る．このような定常解を扱う

ために次のような設定をする．

　μ＝μoでの定常解To（x）におけるF（T，μ）の線形

化演算子DF（T。，μ。）の固有値，固有関数をレ，ψ（x）

として以下のように定義する．

　DF（To，μo）・ψn（x）十レnψn（x）

　　一需r［P（x）表蜘（x）］

　　　＋μ・qs（x）儘a（T・）｝晦（x）一B妬（x）

　　　＋レnψn（x）

　　＝0，

　　　［（・一x2）レ2者朔（x）］…，1一・n一・・2・3…

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（6）

　　　　　　　　　　　　∂
a（T）は階段関数だから互「a（T）㏄δ（Dirac　delta）で

0しm

1989年5月

趣）
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第4図　吸収率a（T）（滑らかな関数）

丁

ある．そこでa（T）をT（x）＝T，をはさむ微小区間で

　　　　　　　　　　　　　　　∂急激に変化する滑らかな関数，　　a（T）を連続関数で
　　　　　　　　　　　　　　∂T

ある（第4図）とし，上式にStum－Liouvilleの定理が

適用できると仮定する．ψ、（x）（n＝1，2，3…）は規格

化したもので，ψ．（0）＞0である．

　固有値が1つでも負であれば定常解は不安定である．

以下，最小固有値レ1を除いて固有値が全て正である場

合のみ考えれば充分である．

　Liapounov－Schmidtの還元法（Golubisky＆Schae一

飾r，（1985）とは，ある（To（x），μo）近傍の定常相図

（stationary　phase　portrait）｛（T，μ）∈R。。×R、l　F（T，μ）

＝0｝を，レ1に属する固有空間と外部助変数空間の張る

2次元空間へ射影する手法である．このとき定常相図と

射影図は同相であることが分かっている．

　レ1固有空間Eへの射影演算子をP，その直交補空間

E⊥への射影演算子をP⊥とする．T。（x）近傍の定常解

丁（x）をTo（x）＋θψ1（x）＋P⊥・｛T（x）一To（x）｝と表し

たとき，（0，0）近傍での還元関数（reduccd　fUnction）

9は，

35
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第6図

9　　　　　　　　　　　　　　κ　　丼

対消滅型分岐（μの値が大きくなる向き）

　　9（θ・μ一μ・）一∫ldxψ1（x）F（T・（x）＋θψ・

　　　　　　　　　十W（θ，μ一μo），μ）

　W（θ，μ一μo）はE⊥の元でP⊥・F（To＋θψ1＋W，μ）

ニ0の解である．gを用いて，射影図は〈（θ，μ一μo）∈R

×Rlg（θ，μ一μo）＝0｝と表される．

　　　　　　　　∂　付録4および　　F（To，μo）ニqs（x）a（T。）から，
　　　　　　　∂μ

　　畜9（q・）一q∫ldx妬（x）S（x》（窺）

となる．ψ1（x）は正定符号であるので上式は任意の定

常解に対して正である．

　　∂
　∂θg（0，0）が零でなければgを次のように近似できる．

　　9（の餉）一｛轟9（軌・）｝（μ一絢）

　　　　　　　　　＋｛藷（砿・）｝θ

付録4より，上式のθの係数は一レ1である．θ軸を

縦軸，μ軸を横軸にすると，（T。（x），μ。）近傍の定常

解が安定（レ1＞0）ならば射影図は右上がりの図になる．

反対に定常解が不安定（レ1＜0）ならば射影図は右下が

りの図になる．また，θの1次の係数が零，2次の係数

が零でない場合，還元関数gは，

9（乱μ一絢）一｛識9（軌・）／（μ一絢）

　　　　　　　　　＋’↑｛謂、9（軌・）｝θ・（7）

である．この場合の射影図は放物線で，（To（x），μo）は

極限点（1imit　point）となる．放物線の右上がりの部分

が安定な定常解の射影図，右下がりの部分が不安定な定

常解の射影図である．以下同様に，還元関数はμ一μoの

36

項とθn（nニ1，2，3，…）の項で近似され，n＝2，4，6

…の時，（To（x），μo）は極限点の類となる．n＝3，5，

7，…の時は，履歴点（hysterisis　point）の類となり，

射影図は右上がり，もしくは右下がりとなり分岐点には

ならない．

　次のことが結論される．

　まず，分岐はμの値が大きくなる向きに対発生する

分岐（第5図），対消滅する分岐（第6図）に限られ，

単純分岐（simple　bifヒrcation　point）や熊手型分岐（pi－

tchfbrk　bifヒrcation　point）は存在しない．また，F（T，

μ）がpotentialを持つ（North1979）ことから周期解

は存在せず，従って周期解分岐も存在しない．なぜなら

potentia1系では軌跡はpotentia1の高い方から低い方

へ向かって進むので，決して閉じた軌跡は存在しないか

らである（種々の分岐についてはGolubisky＆Schae一

銑r，1985に依った．）

　次に，孤立した定常相図は無い．孤立定常相図とは，

μのある値μ1で対発生した一対の定常解が連続的に変

化して別の値μ2で対消滅するものである．最も単純な

例として第7図一aを挙げる．ところが，安定な定常解

の定常相図の射影図は右上がり，不安定な定常解の場合

は右下がりであることを考慮すると，第7図一bに示す

ように，定常相図はつながらない．従って，定常相図は

孤立し得ない．

　3．3　複数の氷端を持つ定常解の否定

　定常解丁（x）がある点x，でT、の値をとるとき，

x，を定常解丁（x）の氷端（ice　edge）と定義する．

　もしμの値が変わるにつれて氷端の数が増減するよ

うな変化があるならば，T、近傍での定常解の変化とし

て第8図，第9図が考えられる．第8図，第9図の矢印

、天気”36．5．
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第8図

　　　　　　　（b）

氷端の数が増減する変化（その1）

偽　簸

（c）

を逆にしたもの（氷端の数増加）や4つ以上の氷端が1

つに合一するような複雑な場合も考えられるが，同様の

議論でぎるので敢えてとりあげないことにする．

　第8図のような変化においては，x、＜x2でTノ（x1）＝

0・Tノ（x2）ニ0・T”（x1）≧0，T”（x2）≦0なる、点x1，x2

が必ず存在する（第8図一c）．（2）にx、，x，を代入し

差をとると，

　　μqam（S（x1）一S（x2））＝・一P（x1）T，’（x1）

　　　十P（x2）T”（x2）十B｛T（x1）一丁（x2）｝

このときS（x）が減少関数であるから左辺は正，P（x）＞0

から右辺は負となり等号関係が成立しない．従って第8

図の様な変化は起こり得ない．

　第9図のような変化において，3つの氷端が合一する

ときの氷端をXoとする（第9図一b）．a（T）はx＝Xo

で有限の跳びをもつ関数であるが（2）よりTノノ（x）が

Xoで相当する有限の跳びをもつことになる．このとき

T（x）およびTノ（x）はXoで連続である．なぜなら，

もしT，（x）がXoで不連続ならばT”（x）㏄δ（x－Xo）

となりT”（x）がXoで有限の跳びを持つことに矛盾

　1989年5月

するからである．T（x）とT，（x）が連続であるから，

3つの氷端が合一するとき，即ちXoにおいてはT（Xo）

＝Ts，T’（Xo）＝0となる．

　ε，ηを小さな実正数とする．

　　T（xo十η）＝1im　T（xo十ε）十η1im　Tノ（xo十ε）

　　　　　　　ε→0　　　　　　　　　　　ε→0

　　　畷蝕，Tノノ（x・＋ε）＋…

　　　　　　　　　　　　　　　T（xo十η）＝T、十〇十＿塑」1im　Tノノ（xo十ε）十＿

　　　　　　　　　　　　2！ε→o

であるが，T（Xo＋η）くTsなので1im　T”（Xo＋ε）は正で

　　　　　　　　　　　　　　　ε→0

ある事はできず，1im　T”（Xo＋ε）≦0となる．同様に，
　　　　　　　　ε→O
lim　T”（Xo一ε）≧0となる．一方（2）より次式を得る．
ε→O

　　lim｛μQS（xo一ε）a（T（xo一ε）

　　ε→0
　　　　一μqs（Xo十ε）a（T（Xo十ε）｝

　　＝1im｛P（xo一ε）T”（xo一ε）一P（xo十ε）T”（xo十乙）｝

　　　ε→0

これより，

　　μqS（xo）（aM－am）＝P（xo）〈1im　T’ノ（xo一」ε）

　　　　　　　　　　　　　　ε→0
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第9図

　　●
　　　　　　も
一一＼一一一…

　　　　　　●●
　　　　　　●●

　　　　　　（b）

氷端の数が増減する変化（その2）

（c）

　　　一1im　T，，（Xo十ε）｝

　　　　　　　

となるが右辺は非正，左辺は正であるからこれは矛盾で

ある．ゆえに第9図も否定される．

　次に，暖かい定常解もしくは冷たい定常解が2つ以上

の氷端を持つ定常解に変化しないことを示す．

　暖かい定常解はxニ0を除き単調減少だからx＝1の

様子を調べれぽよい．（2）にx＝1を代入しP（1）＝0

を用い，（3）に付録2を用いると，

　　μqs（・）a（T（・））一一P’（・）T，（・）＋B｛T（・）＋会｝

　　　T（x）＋A一一L－1・μqs（x）a（T）＞O

　　　　　　　B

このとき，S（1）；≧0，Pノ（1）＜0から，任意の定常解に

対して，T，（1）＜0が分かる．これゆえに，暖かい定常

解はx二1でひとつの氷端を持つ定常解に変化する．

　冷たい定常解の場合は，x＝0での様子を調べればよ

い．T（x，μ）をμ≧μmにおける定常解とすると，T

（O，μm）ニT，，T，（0，μm）・＝0であるから，

T（璃μ）一恥一｛識丁（似μm）｝（μ一μm）

　　　房▼ぽ，恥μm）｝x2＋…

一方，

　　T（x，μm）一㍗芽！｛護，T（・・μm）／x2

　　　　　　　　　　＋’▼｛護、T（似μm）｝x3＋…≦・

μ≧μmに対しては，T（x，μ）＞T、となるxが存在す

るから⊥T（O，μm）＞0となる．これゆえに，冷たい
　　　∂μ

定常解はxニ0で一つの氷端を持つ定常解に変化する．

　以上の議論により，もし複数の氷端を持つ定常解があ

るとするとその定常相図は孤立していなければならな
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い．しかし，3．2の結論からこれは禁止される．これ

で，系の全ての定常解は2つ以上の氷端をもたないこと

が結論された．

　この結果と第8図の講論を組み合わせると，中間の定

常解も，単調に減少する関数であることが分かる．

　3．4　暖かい定常解および冷たい定常解の分岐

　μM，μm近傍のある固定されたμにおける定常解の

氷端をx、として次の関数を定義する．

　　h（x、）＝T（Xs）一Ts

（3）式を，T（x）の単調性を利用して変形することによ

り上式は，

　　　　　　　　　A　　h（Xs）＝一Ts－
　　　　　　　　　B

　　　＋μq｛⑫M一略鯉∫詐dy砺（y）S（y）

　　　＋am倉（踏）｝　　　　（8）

ある固定されたμにおける定常解丁（x）の氷端は，h

（x，）ニ0の根である．さらに，

ガ（漉）一μq［（・M－am）｛薯準）∫許dy妬（y）

　　　S（y）徽S（為）窪（恥）／＋am愈（鞠）］（9）

　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
（8），（9）にx・＝・0を代入するS（x）の境界条件S，（0）ニ0

により，

　　h（0）一一丁，一A＋ゆm倉（0）
　　　　　　　＾　B

　　　　＝（きmS（0）　（μ一μm）

　　　　　　　　　　　　。。　S（0）φn2（0）
　　h，（0）＝μq（aM－am）Σ
　　　　　　　　　　　n＝1　　　λn

h，（0）は常に正であるからμがμmの近傍にあるとき

のh（x）の様子は第10図一aの様になる．第10図一aか

、天気”36．5，
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　　　　　　　　（b）　　　　　　　　　　　　（c）

氷端を持つ安定な定常解と不安定な定常解との分岐

ら，μ≦1μmにおいて氷端を持つ定常解が一つ存在する

ことが分かる．一方これとは別に，μ≦μmでは3．1で

述べたように冷たい定常解が一意に存在している（第10

図一b）．さらに，第10図一aから分かるようにμ1≧μmに

おいてはこの氷端を持つ定常解はもはや存在せず，冷た

い定常解も存在しないのだから，μ＝μmでこの2つの

定常解はμが大きくなる向ぎに対消滅していることに

1989年5月

なる．従ってμニμmは分岐点である．次たい定常解は

安定であるのでこの氷端を持つ定常解は不安定である．

　同様に（8），（9）にx，＝1を代入する．

　　h（・）一一Ts－A＋ゆM§（・）一卿M倉（・）（μ一μM）

　　　　　　　　　B

　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
hノ（1）＝μΩβMS’（1）＋μq（aM－am）Σ

　　　　　　　　　　　　　　　n：＝1

S（1）φn2（1）

λn
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S（1）≧0からhノ（1）く0であり，μがμMの近傍にあ

る時のh（x）の様子は第11図一aで与えられる．第11

図一aから，μ≦μMにおいて氷端を持つ定常解が一つ存

在することが分かる．一方μ≧μMでは暖かい定常解が

一意に存在する（3・1）．μ＝μM塗はさんで定常解の数

に変化が無いからμ；μMは分岐点ではない．定常解の

安定性は分岐点を経ずに変わるごとはないから，μめ値

がμMを越えて小さくなるにつれ暖かい定常解は氷端

を持つ安定な定常解に変化する（第11図一b，c，d）．

　3．1の終わりで述べたように，十分小さなμに対して

は冷たい定常解以外め定常解は存在しないことから，

μ≦；μMで現れた氷端を持つ安定な定常解は十分小さなμ

に対しては存在しない．一方，この氷端を持つ定常解が

μの減少と共に連続的に冷たい定常解に変化し得ないこ

とは，，μ＝μmが冷たい定常解の分岐点であることから明

らかである．従って，，この氷端を持つ定常解はμのあ

る値μc（＜μM）で氷端を持つ不安定な定常解と，μの値

の小さくなる向きに対消滅しなければならない（第12図

a，b，c）．

α（τ）

α㎞
｝

（λq

∂α（τ）

　4．考　察

　μ＝μ，，μm以外の点で分岐が存在するかどうか考察

する．

　（7）の右辺第2項の大きさと正負を見積る．この項の

係数が負ならばμの値の大きくなる向きに対発生する

分岐（第5図），正ならば対消滅する分岐（第6図）で

ある．

　a（T）に次のような連続関数を与える（第13図）．

ゆ※一怖
畿・糖の・き／

但しb－aM－am　o＜ε＜1
　　　　　　　2ε

（To（x），μo）を分岐点とする．

　　　　∂2
付録4と漂a（T。）＝b〈δ（T。一Ts＋ε）一δ（TrTs一ε）｝

より，（7）式右辺第2項の係数は次のようになる．

∂T

b

1鴨一ε

：

｝
葺

1壱＋e

l
I
i
書

口

↑

マも一2 「r“巳

第13図　吸収率a（T）（連続関数）

D2F（To，μo）・uv

＿1imDF（T・＋hv・μ・）・u－DF（T・・μ・）・u

丁

謂r9（似・）一ゆ（ψ塁響）ψ蝋評））

ここで

40

（10）

　　　　h→o　　　　　　　　　　h

　　　一μ・qs（x）｛詳、a（T・）｝u防

　　To（α）ニT，十ε，To（β）・＝Ts一ε，α＜β

である．T。（x）は単調（3章）であるからα，βは一意

に定義される．

　特に，μ＝・μmでの分岐は，分岐がTs一ε≦T（0）くT＆

＋εを満たすところで起こっていると考える．このとぎ

第2項の係数は

　　議9（似・）一ゆψ響！瀞）一・（1）

である．これはμの値が大きくなる方向へ緩やかに対

消滅する分岐を意味する．　（第14図一a）』これまでの研

究と照合すれば，この評価は妥当であると考える．

、天気”36．5．
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となる．仮に，ψ（α）＜ψ（β）でも，To’（x）とS（x）の

方の差がψ1（x）の方の差を凌駕しているならば係数は

負になる．係数が負ならば，系に存在する分岐は第5図

のものに限られる．これはμ＝μ，，μm以外に分岐が存

在しないことを意味する．反対に，係数が正になること

もあるならば，μ＝μc，μm以外の対発生，対消滅型分岐

が対で存在する可能性がある．視点を変えれば，これま

でに述べた安定な定常解とは別の，氷端を持つ安定な定

常解が存在することである．この定常解の氷端は，暖か

い定常解が連続的に変化した，氷端を持つ安定な定常解

の氷端より低緯度側に位置するだろう．しかしながら，

本研究では係数の正負を決定するに至らず，μニμ，，μm

以外の分岐の有無については未証明である．

θ

1＼

1　　、

l
I
！

P　怪　　帳
　　　　　　　　（b）

　第14図　μmとμM近傍での射影図

ド

　ところで，P（x）がP”（x）≦0，P”ノ（x）≧0を満たす

ならぽ，常にT”（x）＜0である．（P（x）がこの条件を

満たすか否かをここでは議論しない．ただ，渦拡散係数

が定数ならばこの条件を満足する．証明は付録5に示
す．）

　T。”（x）＜0，T。ノ（x）の連続性および定常解の単調性か

らToノ（β）くToノ（α）＜0，Toノ（α）一Toノ（β）＝・0（ε）である．

同様にS（β）＜S（α），S（α）一S（β）ニO（ε）である．正値

をとる連続関数ψ、（x）は1ψ、（β）一軌（α）1ニ0（ε）であ

る．以上から（10）の値は0（1）であり，μ，での分岐

μmはでの分岐よりも急激であるといえる（第14図一b）．

　もし，ψ1（β）くψ1（α）であれば，（10）で表されるθ

の2次の係数は如何なる分岐点（μ≠μm）においても負

1989年5月

　5．結　論

　気候一次元模型の定常な温度分布は，緯度に対して常

に単調であることが解析的に示された．外部助変数の値

がある範囲にあるとき，安定な定常解は複数存在するこ

とが示された．これらの安定な定常解は，外部助変数の

ある値で，不安定な定常解と共に対発生・対消滅型の分

岐をしていることが示された．

　暖かい定常解が連続的に変化して氷端を持つ安定な定

常解に変化していることが示された．しかしながら，こ

れ以外の，安定で氷端を持つ定常解の有無については確

定することができなかった．

　模型の支配方程式をある定常解の近傍でsingular　Stu－

rm－Liouville問題として捉えた．これにより固有値・固

有関数についての情報が多く得られLiapounov－Schmi－

dtの還元法が有効となった．

　付録1

　区間［a，b］で定義された微分方程式

　　者［P（x）護φ（x）］一9（x）φ（x）＋λr（x）φ（x）一・

　　境界条件　αφ（c）＋βφ’（6）＝・O，c＝a，b，α，βは

　定数

が・区間［a，b］でP（x）＞O　r（x）＞0，P（x）q（x）r

（x）は連続，を満たすとき，これをregular　Sturm－

Liouville間題という．

　本文では，x＝1での境界条件が不定で，P（1）＝0で

ある．この場合は，singular　Sturm－Liouville問題と呼ぽ

れる．このときφ（1），φノ（1）が有界であるならば次のこ

とが成り立つ（注，極で気温と気温の勾配が有界である

と考えるのは自然であるから，本文でこの仮定は成立す

る．）
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灘灘灘騨固有関数の組について

②最小固有値が存在する．

③固有関数は互いに直交し，完全系を張る．

④最小固有値に属する固有関数は節を持たない．

付録2
微分演算子

　　　　　∂　　　　　∂
　　LニーP（x）一一B，P（x）＝k（x）（1－x2），
　　　　∂x　　　　∂x

　　　　k（x）＞0，B＞0

の固有値および固有関数を

　　L・φn（x）十λnφn（x）＝0，　［（1－x2）1／2φnノ（x）］xニo，1ニO

　　　　　　　　　　　nニ1，2，3，　…

と定義する．以下，固有関数は規格化されており，φ。

（0）＞0（n＝1，2，3，…）とする．この時，最小固有

値λ1の値はBであり，λ1に属する固有関数φ1（x）は

1である．また，Lの逆演算子が存在し，

L1・u（x）一暑φ妻）∫ldx砺（x）u（x）

と翁

　　農［P（x）艶（x）］一B蜘（x）＋λ論（x）一・

　　　［（1－x2）1／2φnノ（x）］x＝o，1＝O　　　nニ1，2，　3…

はSturm－Liouville型である．

　λニBの時φ（x）ニ1は上式の一一つの解であり，φ（x）

は零点を持たないので最小固有値λ1に属する．従って，

λ1＝・B，φ1（x）＝1とな1る．

　λ1＞0より全ての固有値は正となるため，明らかにL

には逆演算子が存在する．｛φn（x）｝（nニ1，2，3…）は

完全系を張るから，境界条件を満たす任意の関数v（x）

は一意に，

　　　　　　　　V（X）＝ΣV、φ．（X）

　　　　　n＝1

と表される．v（x）をv（x）＝L－1・u（x）とすると，u（x）

は，

　　　　　　く　の　　　　　　　　　　　　　　　　
　　u（x）＝L・ΣVnφ．（x）ニΣVnL・φn（x）
　　　　　　n＝1　　　　　　　　n＝1

　　　　　　　　　　　ニーΣλ．V．φ、（x）

　　　　　　n＝1

となる．｛φn（x）｝n＝1，2，3…の直交性より，

　　Vm一一訓dxφm（x）u（x）

従って，

　42

v（x）一L－1・u（x）一r嵩斎∫ldx妬（x）u（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終

付録3
錠x）一一L－1・f（x）書青∫ldx《（x）f（x）（A・）

　　　　∂　　　　　∂
L一一P（x）∂x－B・P（x）＝k（x）（1－x2）・

　　　k（x）＞0，B＞0

において，

　　　　　　　　　　　　　ハ　（1）f（x）が正定符号ならばf（x）も正定符号である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　（2）x≠0に対してf（x）が単調減少関数ならばf（x）

　　も単調減少関数である．

　　　　　　　　　　　　ムが成立する．ここでf（x），f（x）は境界条件

　　［（1－x2）1／2fノ（x）］x一・，1＝0，

　　　　　　　ハ　　［（1－x2）1／2fノ（x）］x一・，1＝0

をみたすものとする．

　証明

　（A1）は，

　　f（x）一一表［P（x）全（x）］＋㎡（x）　（A2）

　（1）について．

　　　　　　　　　　ハ　①［x1，x2］においてf（x）≦0（第15図）と仮定して，

（A2）を区間［x1，x2］で積分すると，

　　∫菱ldxf（x）一一P（x2）倉（x2）＋P（x1）a（x1）

　　　　　　　　＋B∫菱ldx？（x）

　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノヘ

となる．fノ（x1）≦0（x1≠O）fノ（x2）≧0（x2≠1），P（1）＝0よ

り右辺は負であるが左辺は正であるから矛盾．
　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　ハ

　②x1においてf（x1）＝0，fノ（x1）＝O，f”（x1）＝0と仮定

すると（A2）より
　　　　　　　　　ハ　　f（X1）一一P（X1）f”（X1）

右辺は非正であるが左辺は正であるから矛盾．

　（2）について．

　　　　　　　　　　　ム　①［x1，x2］においてfノ（x）≧0（第16図）と仮定する

と　（A2）より，
　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ
　　f（x1）一f（x2）一一P（x1）fノノ（x1）＋P（x2）f”（x2）

　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　ノヘ
　　　　　　　　　＋B｛f（x1）一f（x2）｝
　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　ハ

となる．　f1（x1）ニ0，　f”（x1）≧0，　fノ（x2）ニ0，f”（x2）≦0

　　　　ハ（x2≠1），fノ（1）≧0，Pノ（1）く0より右辺は非正であるが，

左辺は正であるから矛盾．
　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　ム
　②x1≠1においてf，（x1）＝0，fノ，（x1）＝0，f川（x1）≦0

　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　ノヘ
あるいはx、＝1においてf’（1）ニ0，f”（1）≧0と仮定す

ると，（A2）より

　　　　　　　　　　　　　　　　　　、天気”36．5．
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　　　　　　蓋
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　　f’（x1）一一2Pノ（x1（f”）x1）一P（x1）f”ノ（x1）

となる．P（1）＝0，P，（1）＜0より右辺は非負であるが，

左辺は負であるから矛盾．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終

　付録4

　本文で還元関数を（0，0）近傍で近似するときに必要

な事実を列挙する．9は，

9（θ・μ一μ・）一∫ldxψ1（x）F（T・（x）＋θψ1

　　　　　　　　　　十W（θ，μ一μo），μ）

W（θ・μ一θo）はE⊥の元でP⊥F（To＋θψ1＋W，μ）＝0

の解であった．証明は，Golubisky＆Schaef艶r（1985）

にかえる．

　①9（0，0）ニ0

②誰9（似・）一∫ldxψ・（x）誰F（丁窃μ・）

1989年5月

0 論
第18図

／ ズ

　　　∂
　③一9（0，0）＝一レ1
　　　∂θ

④診8（似・）一∫ldxψ1（x）D2F（T・，μ。）・ψ12（x）

　付録5

　P”（x）≦0，Pノ”（x）≧0ならばT”（x）く0

　証明

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　（3）でμQβ（x）a（T）をf（x），T（x）十A／Bをf（x）

として，次のように書く
　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　ハ
　　f（x）＝・一P（x）f”（x）一Pノ（x）fノ（x）十Bf（x）　　（A3）

　T（x）＞TsまたはT（x）くT、なる開区間（x1，x2）で
ハ
f”（x）＞0であるとする（第17図）．この時，x＝x1，x2で
　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　ム

はf（x）の曲率は零，fノ（x1）〈fノ（x2），f川（x1）≧0，f川

（x2）≦0である．（A3）の両辺を2回微分したものを

閉区間［X1，X2］で積分する．部分積分を用いて，次の

43
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ように整理する．

∫菱ldxF・（x）一一P（x浄，・（x）］菱：一P，（x）争（x）］菱：

　　　　　　　　＋B∫菱：d途・（x）　（A4）

P（x）の仮定より右辺は正，a（T）は定数，およびS”（x）

く0より左辺は負となり等号関係に矛盾が生じる．x、も

しくはx2が氷端である場合，（x1，x2）がT，をまたぐ

場合も同様に，矛盾を導くことができる．
　　　　　ハ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム

　さらに，f，（0）＝T，（0）く0よりf”（0）≦0であるから，

第18図のXoのような可能性がある．x＝x。は曲率が零
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムで，T（Xo）はTsより大きく，x＞Xoではf”（x）＞0で
　　　　　　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　ハある．（A4）でx1ニxo，x2ニ1とすると，f，（xo）＜fノ（1），

ハ
f，”（x。）≧Oであることから左辺は負，右辺は正となっ

て矛盾．T（Xo）がT，より小さい場合も同様である．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　証明終
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