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定常渦の安定性解析法について＊

佐久間　弘　文＊＊

　1．はじめに

　a．E－CC法の簡単な歴史，及び気象海洋力学におけ

　　　る応用

　ニュートン力学の構築以来，力学系の安定性の問題は

常に力学の中核的な問題の一つであり続けて来たと言っ

てよいと思います．太陽系の安定性等を議論する天体力

学に比べ歴史の浅い近代気象力学においても，一時代を

画したChameyやEadyの傾圧不安定性理論をはじめ

とする数多くの気象・海洋力学の理論は力学系の安定性

の問題をとり扱ったものと言えます．この小稿の副表題

にあるE－CC法というものも，摩擦や強制力のない理

想流体の安定性を議論するのにとても強力な解析法とし

て導入されたものです．この方法においては，与えられ

た非線形の支配方程式を線形化する必要はなく，系を代

表するある積分不変量の位相空間における幾何学的特性

がその力学系の安定性と対応するため，与えられた流れ

の場が変数分離可能かどうかという事も問題ではなくな

ります．したがってブロッキングのような線形化も変数

分離も容易ではない流れの場の安定性を調べるのにはと

ても有力な手法と言えます．

　E－CC法はそのようにとても強力な数学的手法です

が，比較的最近iなされた双極渦（モドン）の安定性の

研究等（Pierini1985，Laedke　and　Spatschek1986，

Swaters1986）を除いては，今まで気象力学においてあ
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まり注目されませんでした．60年代後半にソビエトの数

学者アーノルド（V．1．AmG1’d）によって導入されたこ

の解析法は，気象力学のみならず，西側の数理物理学界

でも80年代に入るまであまり注目されませんでした．

（McIntyre　and　Shepherd1987）．少なくとも地球流体

学に関する限り，何故そうであったのかという事につい

て筆者は，従来のE－CC法によって得られる安定性の

ための十分条件を満たす流れの場は，地球流体におい

て，すでによく調べられている帯状流の場合を除き，あ

まり実現しないものであるといったことが主な理由であ

ると考えています．帯状流の場合，アーノルドが得た安

定性に関する条件はよく知られている順圧不安定に関係

するレーリーの判定条件（コリオリパラメータを含む場

合はクオの条件）になり，唯一ちがいは，本論で詳しく

述べますが，線形安定性（無限小振幅のじょう乱に対す

る安定性）か非線形安定性（有限振幅のじょう乱に対す

る安定性）かということになります．E－CC法に関する

この小稿の目的は，その平易な解説と気象・海洋力学に

とってより有用なE－CC法の技術的改良の一例を簡単

に紹介することにあります．

　以下の本論に入る前に，予備知識としてハミルトニア

ン構造の述語を二次元非発散流体の比喩を用いて平易に

説明し，本論ではまずE－CC法及びその母体となった

リァプノフの方法（LiaPunov’s　di「ect　method）につい

てその概略を直観的にわかり易く述べ，次に最近の筆者

の研究にもとづいた新変数表示によるE－CC法の要点を

説明します．そして最後に新しい方式によって得られ，

3



412 運動方程式の線形化を必要としない定常渦の安定性解析法について

気象力学上の応用が広いと期待される，新しい判定条件

を求めます．主題そのものは気象学というよりは応用数

学に近いものですが，以下の説明すべてにわたり数学的

厳密さやエレガンスというものに主眼が置かれてはいな

い事をはじめに強調しておぎます．

　アーノルドが導入したE－CC法は，地球流体力学の

分野においてはまずBlumen（1968）にょり，コリォリパ

ラメータfが重要な役割を担う回転流体へ適用されまし

た．アーノルドが得た条件の中にあらわれる渦度をfを

含む絶対渦度で置き換えたものは，Blumenの条件とも

呼ばれます．70年代から80年代にかけては，物理学にお

けるソリトソ旋風の影響を受け，気象・海洋力学におい

ても統計的な乱流理論が予測する寿命よりはるかに長い

寿命を持つ渦（メキシコ湾流のRingや大赤斑）をいわ

ゆる孤立波モデル（solitaly　wave　mode1）と呼ぽれるも

のでモデル化する試みが盛んになりました．RedekOPP

（1977）によるRossby　shear　soliton，80年代初めの山

形一Flier1による中間地衡風力学の提唱，Larichev＆

Reznik（1976）による東西方向に移動するモドソの研究

等がその代表例と言えます．この3例のうち，はじめの

二つは現在ではとても有名になったrK・dV力学」と密接

な関係がありますが，最後のモドンは，Stem（1975）に

より，孤立渦とは全く異なる海洋力学の統計的側面を調

べるという動機で導入された概念です．Stemは論文の

中でモドソはおそらく不安定であろうと予測しました．

その根拠となったのが本論で述べるアーノルドの第一判

定条件です．しかし，その後牧野（1980）やMcWilliams

（1982）の数値実験により，モドソはソリトソのような

とても安定な渦であることが示されました．モドンは

Rossby　shear　solitonとをま異なり支配方程式の厳密解と

いうこともあり，その安定性を解析的にも証明しようと

する気運が高まり，アーノルドの第二判定条件をも考慮

した解析（Pierini1985）が行なわれましたが，筆者の

知る限り，モドソの非線形安定性を任意のじょう乱に対

して示した解析的証明はまだなされていません．数値実

験によると，とても安定なモドソがE－CC法では簡単

にその安定性が示せないという事は，E－CC法によって

得られる安定性の十分条件は少々強すぎるのではないか

という可能性を示しているように思われます．この小稿

の後半で説明するE－CC法の技術改良はそのような視

点から生じたものです．

　b．ハミルトニアソ構造

　保存力学系（摩擦や強制力がない系）が有するハミル

4

トニアソ構造と，運動方程式の正準形（canonical　fbm，

これは平たく言うと基本となる形，すなわち日本人にと

ってはnom三al　fbrmと言った方がわかり易いように感

じます）という概念は解析力学においては基本となる重

要な概念ですが，気象力学では今までほとんど使われな

かったと言えると思います．ことでは本論の中で必要な

ハミルトアソ力学における術語の予備的説明と共に，何

故気象力学と解析力学とが疎縁であったのかを少々述べ

てみたいと思います．

　多くの読者にとって，ハミルトニアンという術語はな

じみのうすいものであるという前提の下で話を進めま

す．ハミルトニアソとは力学系の全エネルギーのよう

に，いったんその初期値を与えれば，その後系がどのよ

うに運動しようとも，その値が常に一定に保たれている

量（積分不変量）を数学的に便利な“ある変数”（正準

変数）で書きあらわしたもので，正準変数で書ぎ直され

た運動方程式を正準方程式と呼びます．この説明だけで

はとても抽象的で，何の御利益があるのかよくわかりま

せんので我々がよく知っている二次元非発散流体のたと

えで，さらに具体的に説明したいと思います．空中に投

げ上げた一個の石ころの運動を考えるとよくわかります

ように，一般に力学系の運動は，初期値として，物体の

位置と速度（運動量）を指定すると一意的に決定されま

す．正準形の方程式においては，この位置qと運動量P

が時間tの従属変数となっていて，qとPの時間変化は

それぞれハミルトニアソHをPとqの関数と考えたとき

以下の式（正準方程式）で与えられます．

　　雌／4∫＝一∂研∂の，吻乞／認＝∂珊∂か　　　（1－1）

ここに添字iは考えている系がいくつの非分割的要素か

ら成っているのかという数を示すものです．上の一個の

石ころの例では歪＝1となり（1－1）で与えられる一組

の式が運動を決定します．石ころが二つならガニ2に対

してもう一組の式が存在するといった具合です．（1－1）

において大切な点は，保存系と一口に言っても実に様々

なものが考えられますが，その多様性にかかわらず，あ

る変数を選ぶと（選び方はたくさんあります）運動方程

式はすべて（1－1）の形に書けるということです．したが

ってこれをCanonica1（＝norma1）fbrmと呼びます．

　式（1－1）で特に面白い点はあと卯が対称となって

おらず，簡単のためi＝1の場合を考えると，その関係

は二次元非発散流体の速度V＝（％，∂）と流線関数ψと

の関係

　　4劣／4∫≡％＝一∂ψ／∂9，吻／4∫≡∂＝∂ψ／∂x　（1－2）

、天気”38．7．
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によく似ています．（19世紀にG．Kirchhoffによって

指摘されたこの類似に見られるような変数の非対称性は

現在Symplectric構造と呼ばれています（Amo1’d1978）．

したがって，厳密さにとらわれず大ざっぱに考えると，

保存力学系の位相空間（P－q空間）での運動は♂＝1の

時に限らず一種の（高次元空間における）非発散運動と

見敏すことができます（Liouvilleの定理）．そしてその

様な運動において，系のハミルトニアン（多くの場合系

の全エネルギーをPとqで表わしたもの）は流線関数の

ようなものに対応しています．（1－2）において流線関数

ψが流れの場を一意的に決定するように，ハミルトニア

ンHはPとqの時間変化を決定し，それ故系を特徴づけ

る大切な量であると言えます．

　このような正準形式の力学は，特に量子力学の発展に

は不可欠のものでしたが，古典的な流体力学においては，

数学的モデルとして理想化された二次元の渦糸（point

vortices）の力学以外はあまり注目されませんでした．

その大きな理由の一つとしては，流体力学の運動方程式

を正準形に書き直すと，変数の数が気象力学でも最もよ

く使われるオイラー的変数（速度V，密度ρ，温度丁等）

以上の変数が必要となり，観測等の実用面においては取

・扱いにくいものになってしまうという事が考えられま

す．多くの場合，余分な変数はラグランジュ的変数とな

ります（詳細につきましてはR・Salmon（1988）を参照

して下さい）．何故余分な変数が必要かは，（1－1）の中

に位置q（定義によりこれは各流体粒子に固定されてい

る）があるのに，オイラー表示の運動方程式の中には，

速度Vはあるものの，流体粒子の位置に関する変数はど

こにもないことからもわかります．

　比較的最近まで，保存系のハミルトニアン構造といえ

ば，それは正準形（1－1）と同義に扱われていましたが，

実際にはハミルトニアン構造は正準変数（正準形）とは

独立に定義できるということが，アーノルド（1969），

やMorrison＆Greene（1982）の研究により明らかに

され・その結果，現在ではオイラー変数のみによるハミ

ルトニアン構造も明確に定義づけられています．（上で

少々見ました様にオイラー変数は正準変数ではありませ

んので我々が大変お世話になっている式

　　　　　　　　1　　z）7／z）∫一一一一7カー979　　　　（1－3）
　　　　　　　　ρ

は正準方程式とは呼べません．）それではいったい何に

よりハミルトニアン構造を定義するかと言えば，ポアソ

ン括孤式と呼ばれるもので定義します．ポアソン括孤式

とは上述の正準形と二次元非発散流体との比喩を再び使

1991年7月
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うならヤコビアンに相当するものです．今話の都合上，

ここでは定常状態の二次元非発散流を考えます．そのよ

うな状態に対しては，任意の物理量Fのラグラソジュ微

分Z）FアZ）∫は

　　璽一y．7F一一並正＋互正一∂（ψ・F）
　　　z）∫　　　　　　　∂9　∂x　　∂劣　∂9　∂（劣，9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－4）

のように，Fと流線関数ψのヤコビアソで表わせます．

ヤコビアン∂（五，jB）は

　　∂（B，五）＝一∂（A，β）　　　　　　（1－5）

という交代性を持つ演算子ですので，

　　∂（B，五）＝∂（A，B）　　　　　　（1－6）

なら∂（A，Z3）ニ0となります．したがってヤコビアソ

∂（・4，・8）において且とBとが可換（Aとβを交換して

も値が変わらない）ならゼロとなります．任意の物理量

σを位相空間か9内の関数と見倣すハミルトニアン力

学においては，0の時間微分4σ／認は，σが∫を陽に

含まないとき，つまり0＝0（ヵ躍），g躍））のとぎ，合

成関数に関する微分の規則により

　　誓一早（器筈＋器薯）　（・一7）

となります．簡単のため6＝1の場合を考え，（1－1）をー

使うと（1－7）は

　　亜二＿．並．旦旦＋．並2旦＝∂（私o）
　　　4∫　　　∂，　∂9　　∂4　∂カ　　∂（カ，9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1－8）

となり，右辺のヤコピアンをハミルトニアン力学ではポ

アソン括孤式と称し，記号｛私0｝で表わします．

（1－8）よりσが保存量（40／認＝・0）であることと，0と

πとのポアソン括孤式が可換，すなわち

　　｛π，σ｝＝一くσ，亙｝⇒〈π，G｝ニ0　　　（1－9）

であることは同値であることは明らかです．我々にとっ

てはおなじみの式（1－4）とそうでない式（1－9）とは全

く同形になっています．この同形を生んだ原因はハミル

トニアンが“流線関数”のようにふるまう（正準形（1－

1））という事であることは言うまでもありません．正準

方程式（1－1）と（1－8）は同値な関係にありますから，

任意の物理量Gの時間微分がGとEのポアソソ括孤式で

与えられるという事をハミルトニアン構造と呼んでもさ

しつかえないことになります．（1－4）において，気象力

学ではよく．Fがψの関数ならは流線に沿って一定値を

とると言い，例えぽベルヌーイ関数がその一例となって

います．全く同じ内容の事を解析力学流に言うと，Fと

5
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ψとのポアソソ括孤式（ヤコピアソ）が可換なら．Fは流

線に沿って保存されるとなります．

　平易な言葉で納得のいくように説明することはここで

はできませんが，MorrisonとGreene（1982）はプラズ

マ流をも含めた理想流体に対しオイラー的変数のみで，

ハミルトニアンとポアソソ括孤式を推測し書ぎ下すとい

うはなれ業をやってのけました．彼等の発見したポアソ

ン括孤式は正準変数を必要としないものの，従来の括孤

式が満たすすべての性質

　　40／4∫ニ｛π，G｝　　　　　　（1－10a）

　　｛瓦σ｝＝一く0，F｝　　　　　（1－10b）

　　｛｛島F｝，β｝十｛｛．Fl　G｝・E｝＋

　　　｛｛σ，E｝，．F｝＝0　　　　　　　　　（1－10c）

　　　　　　　　　（ヤコビの恒等式）

を満足しています．ここに，E，瓦Gは任意の物理量で

∬はハミルトニアン．しかしそのようにして得られた括

孤式は，オイラー的変数の数が正準変数の数より少ない

ため，変数の次元の縮退から生ずる特異な性質を持って

いて，ちょうど（1－8）において0とHが“縮退”（∂（G・

丑）＝0）するとき（⊇が保存量であるように，括孤式の特

異な縮退に帰因するある保存量Cがあることが示され，

その様なCに対しては，Cと任意の物理量Gとの括孤式

は常にゼ官となります．

　　｛σ，C｝＝0　　　　　　　（1－11a）
ここに0は任意ですので，特に0＝Hとすれば（1－8）

より，

　　｛私C｝一釜一・　　　（・一・・b）

となり確かに0は保存量であることがわかります．（1－

11a）を満足する量は，量子力学においてカシミール

（Schi瑞1968）と呼ばれています．流体力学において，

カシミールとはいったいどんな量かと言えば，以前より

よく知られている（ポテソシャル）渦度に関係した量で

あることが示されます．現実的には，ポソテシャル渦度

保存を示すという目的のため，複雑なMorrison－Greene

括孤式を使う人はいないと思いますが，どこにその意義

があるかと言えば，系の保存量をポアソソ括孤式の縮退

という一般規則から導いた点にあります．ちなみに，は

じめてオイラー表示の運動方程式を目にする人にとっ

て，ポテソシャル渦度保存を予見することは容易ではな

いと思われます．そしてさらに重要なことは，全エネル

ギーとしてのハミルトニアソπにそれと独立な量でであ

るカシミールをつけ加えたものも系のハミルトニアソに

なっているという点です．（Littlcjohn1982）．このハミ

6

ルトニアソの任意性（カシミールは一意的に決まらない

ので）こそが，以下で説明するE－CC法の原点になっ

ています．尚気象力学で使用される色々な近似方程式系

が持つハミルトニアソ構造と保存量に関する総合報告は

ShepherdにょりAdvances　in　Geophysics　vo132，1990

に出されています．

　このセクショソをしめくくるに当り，後の説明に必要

なハミルトニアソ力学における重要な点をもう一つだけ

あげておきます．少々抽象的ですが，まず以下の様な時

間積分によって与えられる量を考えます．

　　・一∫（カi薯一π（齢））4∫　（・一・2）

ここで，カと9を運動方程式とは全く関係なく任意に与

え色々なカと9に対して1の値を計算してみますと，ρ

と9が運動方程式の解になっている時に1の値が最小値

（実際は停留値）をとります．これは光が屈折する時に

選ぶ軌道は軌道上の二点間を通過するのに要する時間∫

を最小にするものであるという光学原理の力学版と見倣

すことがでぎ，物質と光という一見大変異なるものも同

様な運動原理にしたがっているという深遠な事実を示し

ているものと考えられています．1で定義される量はポ

アンカレーカルタン不変量または単に作用と呼ばれ，こ

の原理は最小作用の原理と名付けられています．（1－12）

右辺の積分記号下の量はラグラソジアンと呼ばれます．

　2．リアプノフの方法及びE・CC法について

　2．1　調和振動子を例にとった簡単な力学系の安定性

　　　の説明

　安定性の問題に対するリアプノフの方法は考える力学

系が必ずしも保存系である必要はありませんが，ここで

の説明は後述の理想流体の安定性の議論の予備的なもの

なので以下考える系は保存系と仮定します．一般に力学

系とは，与えられた初期および境界条件のもとに，系の

時間的変化がある支配方程式により一意的に決定でぎる

ものを意味します．これを数学的に表現すると

　　血一∫（x）；ズ（渉）∈Rη　　　　（2一・）
　　4∫

となります．ここに¢は時間云に関する系の状態変数

で，系の次元が1（n＝1）なら∬は一つの変数ですが，

次元が2より大きいときはベクトル量と見倣すことがで

きます．∫の具体的な形は支配方程式によって決定され

ます．

　例えば力学の教科書のはじめに必ず出てくる調和振動

子の運動方程式は卿を質点の質量，奴＞0）をバネ定数，

、天気”38．7．



ξを変位とすると

　　喋一一々ξ
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（2－2）

なりますが，これは形式的に新しい変数x1，物を

　　x1≡ξ，π，≡」笙（速度）　　　　　　　　（2＿3）

　　　　　　　認

で定義すると，式（2－2）は

　　血　　　01　π1
　　　漉
　　　　　＝　　　　　　　　　　　　　　　（2－4）
　　　ぬ2　　　々
　　一　　　一一〇　　万2
　　　認　　　　zη

となり，（2－1）の形に書き直せたことになります．この簡

単な例の場合，時間についての二階の微分方程式（2－2）

を（2－4）のような時間について1階の連立方程式系に

書き直すことは，運動方程式をハミルトニアソを介在と

した正準形（1－1）に書き直すことに対応しています．

式（2－2）で与えられる調和振動子の場合，系の全エネル
ギーE（一誓ξ2＋告ξ2）を座標9（≡ξ），運動量力（　ξ）

で表わしたハミルトニアソπは

　　π一f＋亙一92　　　　　（2－5）
　　　　2窺　　　2

（1
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となります．（2－5）において，9を絢，カ／窺をズ2と見

倣せば，（1－1）は（2－4）と一致します．

　このように座標9とそれに共役な（9に対応する）

運動量力を独立な変数と見徴し，9の次元の二倍の次元

を持つ全♪空間を考えるとき，その空間は物理学者に

よって位相空間（Phase　space）と呼ぽれます．話を簡

単にするため，今しぽらくは方程式系（2－2）について

考えて行きますが，以下のことは式（1－1）が成立する

限りより複雑な系についても同様に言えることです．

（2－2）は一次元の問題なので，この場合9ψ空間は二

次元となります．系の運動を一意的に決定するための初

期条件は，初期値としての9とカを独立に与えることに

より決まりますから，任意の初期条件はg一ρ空間のあ

る点に対応し，系の運動はその点からのびる軌跡で表現

されることになります．（第2－1図）この系についての

重要な特性は系の全エネルギーπが保存されるというこ

とです．すなわち，

　　∬一c・nstant　　　　　　　　（2－6）

したがって，9r力空間上の軌跡（系の運動）は初期条件

によって決まるある丑oをパラメータとする楕円

蓋＋号92一玩　　　（2－7）

0

第2－1図

H（P，q）

P

になることがわかります．9一ρ空間の原点0は系の平衡

1991年7月

q

0

第2－2図

P

　　　　　　　　　　　　　

点（9＝カニ0）となっています．

　平衡点0を外部より小さな力あるいは変位を与えみだ

してやると，第2－2図より質点は0の囲りの小さな楕円

上を動くことは明らかです．すなわち質点はこの場合決

して平衡点0からどんどん遠ざかってしまうことはあり

ません．この事実を1数学的に少々形式ばった言い方を

すると，「平衡点0はリアプノフ的意味において安定

（stable　in　the　sense　of　Liapunov）」となります．

　ここまでは式（2－2）においてた＞0と仮定してきま

したが，次に為く0としてみます．これは変位に比例し

た力が変位と同じ向きに加わることを意味しますから，

平衡点0はもちろん不安定となります．この場合系のハ

ミルトニアソπを与える式（2－5）は不変ですが，ゑの符

7
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1

9 0

H

P

Z B
　　　　　　　　　　　　盒＝0
　　　　　　　　　　　　＆，く02

z二f（x）　　　unstable

擁〆／
　　　　薮x〉O
　　　　stablc

第2－4図

x

第2－3図

号が異なるため，丑（g，ヵ）は三次元の9rかπ空間内で

楕円体にならず，双曲体（力軸に沿って凹，9軸に沿っ

て凸）となり平衡点0は鞍点（saddle　point）となりま

す．したがって9，力軸間のある方向に平衡点0を通る

H窟0の節線（separatrix）が存在します．この節線の

方程式は藷＋一艶2一・姻数分解して得られる直線

であることは明らかです．この節線に沿っては0からど

んなに離れてもエネルギーは点0と同じゼ・です．した

がって点0に生’じたみだれはこの節線の近傍に沿ってど

こまでもから遠ざかることができます．第2－3図におい

て点0から遠ざかる節線は1で節線五は0に漸近的に近

づく軌跡を表わしています．力学用語では1は不安定多

様体（unstable　manifblds）nは（漸近的に）安定な多

様体（Asymptotically　stable　mainlblds）と呼ばれてい

ます．このように1とnが同時に存在することは，系の

運動を9rヵ空間の軌跡で表現したとき，それは非発散

の流れになっているという1－b．で紹介したLiouville

の定理の帰結です．力学系（2－2）についての上の観察

をまとめてみますと

　　　　　　　一規則A一

平衡点0において
　　　　　　　　　　　　　

i）の＝かニ0⇒∂P認＝・∂φE＝・0　（2－8）

　　（0はπの停留点）

ii）σ，カについての二次形式Eが

　　正定値（た＞0）＝〉安定

　　不定値（たく0）⇒不安定

となります．

前に少々ふれました様に，上記の結果は（2－2）より

複雑な系に対しても（1－1）が成立するなら同様に導く

ことができます．したがって上述の結果を少し詳しく書

くと以下の様になります．

　i）平衡点0において停留値（勾配がゼロ）をとる系

の積分不変量πを見つける．例えば第2－4図のような床

の上に球を置いたとき，床の傾ぎ（∫ノ（劣））はA点とB

点とでゼロとなるので，そこで球は止まることができま

す．実際この場合，全エネルギーπを位置劣と運動量♪
　　　砒（≡窺＿；卿は球の質量）で表わしたものは
　　　4云

　　丑一」邑枷3∫（x）　　　　　（2－9）
　　　　2郷

となり，運動（正準）方程式は

　　砒＿∂E＿カ
4孟　∂力　　卿’

血＿＿鐙一覗9■（x）
　4云　　　∂κ

（2－10a，b）

となり，球が静止する（カ＝0）平衡点では∫ノ（π）＝0と

なっていなければなりません．

　ii）平衡点0から，ρと9の値を∠ρ，吻だけずらし

て，それに対するπの変化∠∬を計算してみますと

　　∠E≡π（ρ。＋幼，9。＋∠9）一∬（カ・，9・）　（2－11）

なので，上の例では，点AまたはBを座標¢の原点にと

れば

　　＿（∠カ）2＋塑∫〃（π）（∠x）2＋0（（∠ズ）3）（2－12）

　　　　2郷　　　2

8

また前述の調和振動子の場合では，

　　∠H＿（∠カ）2＋」L（∠9）2　　　（2－13）
　　　　　2吻　　　2

となり，いづれの場合も平衡点0の付近（（2－12）で

（∠劣）3以上の項を無視できる）では，∠あ∠g（∠π）に

関する二次（形）式∠Hが正定値なら0は安定，不定

、天気”38．7．
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値なら不安定となります（図2－4）．上の二つの例で注目

に値するちがいは，（2－13）における正定値性（々＞0）

は必ずしも∠カと吻が小さい必要はないということ

です．またいずれの場合も∠πは保存量π（ヵo＋砂，

gO＋∠g）から時間に関係しない基底状態の∬（ヵ0，gO）

を差し引いた量なので，やはりそれ自身保存量となりま

す．すなわち

　　　　　　　1　　　　　　　々　　∠17（0）ニー（∠カ（0））2＋一（∠9（0））2
　　　　　　2吻　　　　　　　　2

　1　　　　　　　h・＝一（砂（孟））2＋一∠9（孟））2
　2窺　　　　　　　　2

（2－14）

となり，∠πが正値二次形式ならどんなに時間がたって

も位相空間ρ一g内の軌跡（系の運動）は楕円（が／2吻＋

hg2／2＝∠H（0）の外へは出て行かないことになります．

すなわち，軌跡と平衡点0からの位相空間内における距

離（ノルム）は初期の“じょう乱”によって決まるある

値∠丑（0）によってその上限が与えられることになりま

す．数学的にこのように定義された安定性は，リアプノ

フ安定性，非線形安定性，またはノルム安定性（normed

stability）と言われます．式（2－14）は空間内の距離

（ノルム）を決める二次形式ズ2＋ゲと同様な形をして

いるのでしばしばdisturbance　normと呼ばれます．

　有限振動幅ではなく無限小の振幅に対し，∠πの二次

形式としての（3次以上の無限小を無視する）正（また

は負）定値を示すことは，fbmal　stability解析（Holm，

1985）と呼ばれ，非線形安定性を示す前段階と考えられ

ます．この場合は，非線形安定性の解析と異なり特にじ

ょう乱の時間変化は考えず，無限小振幅の任意のじょう

乱（変分）に対して平衡点0の近傍で三次以上の無限小

の項を無視した二次形式としての∠πの正（負）定値

を示します．しかし非線形安定性は，調和振動子や流体

力学においても密度変化のない非発散流という特別に簡

単な場合を除き，それを主張することはきわめて困難

で，fbrmal　stabilityでさえ多くは未解決のままです．

この事は，密度変化を無視できない流体では，運動エネ

ルギーK．E．が

　　肥一∫9ρyly49　　（2一・5）

1、
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∠1

となり，質点系と異なり∠ρは時間と空間の関数になり

ますから，有限振幅の∠ρ，∠17に対し二次形式のdis－

turbance　normが得られないことは推測できます．

　2・2　E－CC法の幾何学的説明

　ここまでの話では系の積分不変量πは全エネルギーで

1991年7月

11

第2－6図

したが，一般に力学系（2－2）より複雑な保存系に対し

ては積分不変量は丑だけではありません．例えば角運動

量や流体の場合のポテンシャルうず度等がそのような不

変量となります．高次元の9rρ空間内の軌跡（系の運

動）に沿ってこれら複数の不変量の値はそれぞれ一定で

すから，軌跡は複数の不変量1為（々ニ1，2……班）が定め

る超曲面（高次元の曲面）が互いに交叉して得られる曲

線となります（図2－5）．系の平衡点0は今考えている

ような高次元空間の場合でも点として表わせますから，

もしM＝2でかつ平衡点0の近傍で超曲面11と12の

幾何的関係が第2－6図の様になっていたら前述の調和振

動子の例と同様に点0は安定であると推論できます．何

故そうであるのかと言えば，今簡単のため12（例えぽ

角運動量に関する不変量）を固定し，11（エネルギー）

を図のように”1だけ変化させると軌跡は12と11＋

∠11が交わることによって得られる曲線となり，それは

点0の囲りを小さな振幅で振動する周期運動を表現して

9
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います．この場合12－11は高次元の9一汐空間で超楕円

体のようなものになっているわけです．12－11が超双曲

体となるような場合は，例（2－2）の為く0の場合と同

様に平衡点0を通る12－11の節線（unstable　or　asymP－

totically　stable　manifblds）がご存在する可能性が多分に

あり，じょう乱はそのような方向に沿って0から遠く離

れて行くことができるため0は不安定な平衡点となりま

す．第2－6図では平衡点0は12－11の停留点として描

いてありますが，これはいつでもそうなるかといえばそ

うではありません．したがって点0で停留値をとるよう

な∫2－11をうまく見つけることが必要となります．こ

こで平衡点0の意味について少々説明を付け加えます

と，例（2－2）の様な簡単な系の場合，平衡点0は運動

がない静止状態に対応していましたが，流体力学におい

て興味ある平衡点とは運動エネルギーがゼロでない定常

状態に対応しています．したがって系の全エネルギーだ

けを考えたのでは，一般にその勾配分は平衡点0でゼロ

になりません．それ故全エネルギー11に独立な他の不

変量為をも考えて，

　　H…≡1rΣノ為（1海）　　　　　　　　　　　（2－16）

　　　　　　乏

が0で停留値（勾配がゼ・）をとるようにルを決める

ことができれば，そのようなEに対しては前述の規則A

をそのままあてはめることにより平衡点の安定性が調べ

られることになります．これがアーノルドが導入した方

法の中心となるアイデアです．平衡点0で停留値をとる

ようなHが実際に存在するかどうかは厳密に調べなけれ

ばなりませんが，それにはハミルトソ力学の数学的知識

が必要でそれを詳しく書くことはここでは必要ないと思

います．この事に関して一言付け加えますと，1－b．で

述べましたカシミールの任意性を利用して，全エネルギ

ーとカシミールとの和を考え，この和が与えられた定常

状態に対して停留値をとるようにカシミールを調節する

わけです．したがって，理想流体の安定性の議論に使わ

れる不変量丑の一般的な形は

　　砂∫949（E＋F（C））　　　（2一・7）

　　E：エネルギー

　　C：カシミール

　　’9：流体の定義域

であり，関数Fは平衡点0でHの勾配がゼロになるよう

に定めます．

10

5アーノルド（1965）による二次元非発散流に対する

　　E・CC法の応用（fb皿al　stab皿ity）

　51　アーノルドの方法

　二次元非発散流に対し，アーノルド（1965）は

π一∫∫4吻［去7ψ・7ψ＋F（72ψ）］（3一・）

　　ψ＝流線関数

を考え，定常状態

　　∂（ψ・72ψ）＿0　　　　　　（3－2）
　　∂（ズ，9）

に対し，ψに関するπの第一変分（ψの任意の無限小変

化に対するHの変化のうち一次の無限小の部分）がゼロ

となるようにFを決めた後，πの第二変分（二次の無限

小）を計算して以下のような結果を得ました．

δ・丑一∫∫4吻［7δψ・7δψ＋4（多誓ψ）

　　　　　（δ72ψ）2］　　　　（3－3）

定常状態においては，ψはうず度∠2ψの関数となりま

すから式（3－3）における4ψ／4（∠2ψ）は意味を持ちま

す．上式よりただちに

　　　4ψ＞0　　　　　　　（3－4）
　　4（72ψ）

ならδ2丑は正定値となり与えられた定常状態は安定と

なります．実は安定のための条件は前述の全ρ空間の

幾何学的考察から，δ2πが不定値でなければよくした

がってδ2Hが負定値であってもよいことになります．

しかし負定値である場合は，（3－3）における積分記号下

の第一項は常に正ですから，4ψ／4（72ψ）が負であるば

かりでなく，第二項が第一項を打ち消す程小さくなって

いなければならず，（3－3）に関する限りは正定値の場合

ほど簡単には行きません．ここでは安定性の十分条件と

して負定値の場合もあるという事を言及するに留め，・以

下正定値の場合を少々詳しく見て行きます．

　3．2気象力学的見地から見たアーノルドの判定条件

　安定性のための判定条件（3－4）はBlumen（1968）

により，コリオリの力∫が重要になる回転流体に対して

は

　　4ψ／4（∫＋72ψ）＞0　　　　　　　（3－5）

となることが示されました．しかし地衡風バラソスに近

い大規模スケールの流れの場では流線関数ψと高度場

hとは正の相関があり，hと絶対うず度∫＋72ψは負の

相関があるため条件（3－5）は通常満たされていません．

したがって気象学上の応用としてはδ2Hが負定値か，

、天気”38．7．
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あるいは4ψ／4（∫＋72ψ）が負であるが，しかしδ2Hは

正定値である場合が有用となります．後者の可能性は

（3－3）において，エネルギーの変分7δψ・7δψと渦度

の変分72δψとは全く独立ではないということから生じ

ます．しかしこの二つの量の絶対値の大きさは，単波長

のじょう乱を考えてみれば容易にわかように，じょう乱

の波数によるので，ノーマルモード解析のように，じょ

う乱の波数に制限を加えない限り（ある波数領域のじょ

う乱のみ考える）一般には評価することは容易ではあり

ません．このことは表式（3－3）が負定値である場合も

同様に問題となります．すなわち7δψ・7δψは常に正

ですので，（3－3）が負定値となるためには，（3－3）の第

二項の絶対値は第一項の絶対値より大きくなければなり

ません．

　表式（3－3）に対する条件（3－4）あるいは（3－5）は

アーノルドの第一判定条件と呼ばれ，それに対して，同

じ表式（3－3）を用いるが負定値を考えることによって

得られる条件を第二判定条件と呼びます．しかし上に見

たように第二条件は，波数に関係してくるので，たとえ

初期にじょ乱がこの条件を満たしていたとしてもその後

もそうであるかは前もっては保障でぎないので注意が必

要です．Blumenの判定条件（3－5）はブロッキソグ等

変数分離不可能な非帯状流の安定性の議論に対しより

有効であると期待されるわけですが，この点について

Andrews（1984）がこの判定条件における境界条件が持

つ大きな制約を指摘しました．彼の議論の要点は数学的

にとても簡単なのでここに紹介します．

　今，与えられた定常流が条件（3－4）を満たすとしま

す．我々はそのような定常流をAmold’stableな流れ

と呼ぶことにします．またここでは簡単のため∫＝0の

場合を考えています．（ノキ0でも同様）．さらに流れは

東西方向（π一方向）に一様にのびた帯状領域の内部に

あるとします．したがって速度の南北（g方向）成分

壷は南北の境界でゼロとなります．定常状態において

ψはうず度72ψの関数ですから卿こ関するψの偏微分

ψxは
　　ψ¢＝ψノ（72ψ）¢；ψ’…≡4ψ／4（72ψ）　　　（3－6）

となります．式（3－6）より量ψ。（72ψ）」。（＝ψ¢72ψ¢）の

全域Sに渡る積分は

　　∫、4吻伽72伽一1㌔4吻ψノ（72壷）2　（3－7）

となり，恒等式（部分積分）

　　ゐ4吻犀砺一ゐ4吻7卿血

n
／

∠

1
1
厚
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＋∫41血讐

777｝

（3－8）

を使って（3－7）の左辺を書き変えると

ヂ㏄41血讐一ゐ4吻［脚戯＋ψノ（72晦）2］

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（3－9）

を得ます．南北の境界に沿って，∂＝晦＝0，また流れ

がズ＝土・Oで帯状流になるか，あるいは¢方向に長さ

で周期的にくり返されているものであれば（3－9）の左

辺の線積分はゼ・となりますから，結局

　　∫、4吻［7伽・齢＋ψノ（72伽）2］一・　（3一・・）

となり，積分記号下の第一項は常に負になり得ませんか

ら，ψノ＞0に対し（3－10）を満たす唯一の流れはψ¢＝・

o＝0，すなわち帯状流に限るという結論を得ます．この

ことは帯状領域に限らず，一般に流れが存在する領域が

ある対称性を持てばAmold’stableな解はそれと同じ

対称性を持つことが示されます．したがって気象力学で

よく使われる球面領域や帯状領域の全域で微分可能な

解はすべて軸対称（帯状）流になり，その様な境界条件

のもとでは条件（3－4）は見かけ程ありがたいものでは

なくなります．Amol’dが使ったπ（式（3－1））に関す

る限りAndrewsのこの議論は負定値についても同様に

言えます（Andrews1984）．また簡単のため（基底状態）

のモドン解（波数の一番小さいモドン；5．1参照）の二

つの分岐解のうち原点0を含む半径R（モドソ半径）内

の解だけを考えてみると，境界は円ですので，そのよう

な解はAmo1’d　stableな解ではあり得ないことが導か

れます．何故ならモドン解は円対称となっていないから

です．

　式（3－3）において，ψノ＞0はδ2πが正定値とな：るた

めの十分条件であっても必要条件ではないという事は大

切な点です．ψ’く0であってもδ2πが正定値なら前述

11
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の幾何学的考察に基づき流れは安定であると言えます．

また前に述べた様に大規模スケールの流れは通常4ψ／4

（∫＋72ψ）く0を満たすので気象力学的にはψノ＜0の場

合が特に興味深いものになります．しかしアーノルドの

表式（3－3）ではこの場合を吟味するのは簡単ではあり

ません．またψ’く0でδ2丑を正定値にする流れに対

しては上述のAndrewsの議論は適用できなくなり，流

れは帯状流である必要はありません．この様な次第で，

式（3－3）においてエネルギーの第二変分である第一項

とカシミールの第二変分である第二項の項別の正定値性

ではなく，二項の和全体の正定値性を容易に評価できる

ような不変量を表わす適当な変数表示を見つけることが

できれば，それによって得られる安定性のための条件は

特に気象学において役に立つようなものであると言うこ

とができます．

　4。E・CC法における新変数表示及び弱い十分条件の

　　導出について

　4．1浅水方程式系に対するベクトルポテンシャル表

　　　示

　以上の考察に基づき，以下にψノ＜0でかつδ2Hが正

定値であるような条件を容易に得られるような表示につ

いて考えてみます．ここで説明する方法は三次元の理想

流体にも適応できますが，ここでは筆者がまず最初に調

べた浅水方程式について説明したいと思います．以下数

学的表示の簡便さのため，場の独立変数である時間∫，

二次元のデカルト座標¢，gを

　　κo≡o云，（oは速度の次元を持つ任意定数）

　　∬、≡κ，κ2≡9　　　　　　　　　（4－1）

で表わします．浅水方程式系を完全に記述するための状

態変数は，自由表面の高さh，二次元の速度び1（≡諺1），

〃2（…謡2）ですが，独立変数表示（4－1）を用いると，こ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の三つの状態変数を形式的に3一運動量M≡（ho，hび1，

h〃2）としてベクトルのように書き下すことができます．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

次にこの〃に対し，3一ベクトルポテンシャルφ…（φo，

φ1，φ2）を次の様に定義します．

　　ho＝∂¢1φ2一∂¢2φ1，

　　h∂・＝∂¢2φ・一∂¢・φ2，

　　hz／2＝∂¢oφ1一一∂¢1φo　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－2）

　　（轍≡舞）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　式（4－2）において，数学的には3一ベクトルφを考える

代りに，二階の交代テンソルφ吹0≦ど，ノ≦2

12

・御鷺鮮）一
を考え

　　φ01ニφ2，φ02＝一φ1，φ12一φ・　　　（4－3b）

とすれば

　　撚＝砺卿　　　　　　　　　 （4－4）

となりこれは式（4－2）と同じことになります．テンソ

ルφ乞ゴの交代性φゴ』一φ琶ゴより直ちに恒等式

　　∂翻ノレμ＝0　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－5a）

が得られます．式（4－5a）を成分で書き下すと，

　　∂孟h十∂コσ1（hz／1）十∂¢2（h∂2）＝0　　　　　　　　（4－5b）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　となり，質量保存の式がφ‘ゴ（3一ベクトルφ）の値に関

係なく自動的に満足されることになります．（以下φσ

　　とφを区別なく使います）テソソルφ乞ゴの変分δφ‘ゴに

対しても式（4－4）により”’‘の変分δ”1乞が定義され

これも（4－5a）と同じ質量保存の式を自動的に満足し

ます．したがってこの表示による変分は質量保存を満た

す変分だけを取り扱うのに便利であり，質量が系の外部

より加えられたりしない気象力学等の問題を考えるのに
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
はむしろ好都合であると言えます．〃とφの関係につい
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　てよく知られている事実としては，任童に与えられたM
　　　　　に対してφは一意的に決定できないという事がありま
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
す．実際，式（4－4）を満足するある〃とφが与えられ

たとして，これとは全く独立に微分可能な任意の関数0

を考え，その3一グラジアソト砺0をφ貿こ加えたベク

トルφ汁∂短0も式（杢4）を満たすことは容易に確か
　　　　　　　　　　　　　められます．ポテンシャルφのこの様な任意性に対し
　　　　　　　　　　　　て，物理的に意味のある〃が変化しないという事は電磁

気の理論ではゲージ不変性と呼ばれています．

　4．2　ベクトルポテンシャル表示によるカシミール及

　　　びゲージ条件

　式（2－17）においてカシミールに対応する第二項の関

数Fの形はπの第一変分が与えられた定常状態に対して

ゼロになるように定められました．今ここで考えている

ベクトルポテンシャル表示においては，0の任意性を利

用してFの形を決定することになります．少々天下り的

ですが，今カシミールに相当するものとして

　　砺≡一∫∫9ゐ1卿・（砺1〃2一戯2〃1）　（4－6）

を考えます．この量の次元はエネルギーの次元になるこ

とは伽の定義式（4－2）または（4－4）よりすぐにわか

ります．φ‘の代りにφ汁∂∬沿を用いても物理的に意
　　　　　味のある〃は変化しませんから，0としてφoが

、天気”38．7．
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（4－7）

を満たすものを採用します．こうすると簡単な計算によ

り

　　∂藷一・　　　　　（4－8）

すなわち鰯は積分不変量となることがわかります．

式（杢6）において積分記号の下の量を

　　φo（∂¢1z／2一∂¢2z／1）＝hφ09　　　　　　　　　　　　　（4－9a）

　　　　1　　Q…万（∂∬1∂2一∂¢2び1）　　　　（4－9b）

と書き直し，ポテンシャルうず度QがPQ／Z）6＝0を満

足することから，φoに対し（4－7）より少々強い条件

　　φ・ニφ・（9）　　　　　　　　　（4－10）

を仮定してやると

　　砺一一∫∫、4繍2hQφ・（Q）　　（4一・・）

となり，単位質量当りのカシミール密度がQφo（9）にな

り今までよく知られている様にそれはポテンシャルうず

度Qだけの関数となり，したがって砺が不変量であ

ることも計算せずにわかります．式（4－7）あるいは

（4－10）は実現可能な系の運動についてのゲージ条件と

呼べるものです．

　式（4－2）を使って式（4－7）を書き直すと，

φ、

M
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6φ

4κ・霧・一・∠εφ・＋∂・∠むφ1＋∂2∠むφ3一・

　　　　∂∠ε≡ぬo一
　　　　∂Xo

（4－12）

となります．系の時間変化疏φ6i＝o，1，2は戯の任

意の変分∂φ乞の特別なものと考えられますから，変分

δφ‘に対するゲージ条件として式（4－12）と同様な
　　　　チ　　　　
　　ハ4・δφ＝h（oδφ。＋〃、δφ1＋〃2δφ2）ニ0　　（4－13）

をとれば条件（4－13）は（4－12）を矛盾なく含むことに

なります．このようにして，始めは3成分のベクトルポ

テソシャルを導入したわけですが，質量保存を満たす変

　　　　　　　　　　　　　　分を考える限りにおいては，δφに条件（4－13）を課す

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ことができ，これは第4－1図に示すように，δφは三次

元φ空間に埋め込まれた2一多様体〃㌔上のベクトル

になります．

　4．3ベクトルポテンシャル表示による（一般化され

　　　た）ハミルトニアン

　ここで話を前にもどし，何故式（4－6）のような砺

を導入したかについて説明します．2章では式（247）

1991年7月

φ。

第4－1図

φ、

の様な汎関数を見つけるに当り，系の全エネルギーであ

るハミルトニアンが非常に役に立つことを少々述べまし

た．古典力学においては，ハミルトニアソHはしぱしぽ

ルジャンドル変換によってラグラソジアソL（1．b参

照）より定義されます．Lは系の運動エネルギーよりポ

テソシャルエネルギーを差し引いた量として与えられま

す．したがって浅水方程式系の場合，単位面積当りのラ

グランジアン密度Lは

　　L一」L（“12＋“22）一9h2　　　（4－14）
　　　　　2　　　　　　　　　2

となります．したがって作用積分1は（1・b参照）

　　・≡∫4x・∫4繍2L（φづ）　　（4一・5）

で定義されます．L（φづ）は式（4－14）の右辺にあるhや

　　　拶iをφで書き直したものを意味します．式（4－15）に

おいて，φ‘に関する1の第一変分を計算した後，δφoを

条件（4－13）によってδφ1とδφ2で表わし，かつ時空

領域の境界での変分をゼロとすると

　　δ・一∫4ズ・∫24繍2告（一聯1＋瓦δφ2）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（4－16a）

　　F1≡∂‘z／1十∂¢1B・一z／2（∂¢1z／2一∂¢2z／1）　　　　（4－16b）

　　＆……∂‘〃2＋∂¢2B＋η、（∂¢1〃2一∂¢2〃1）　　（4－16c）

　　B≡⊥（〃、2＋〃22）＋3h　　　　（4－16d）
　　　　2
となります．（4－16a）において，任意の変分δφ1，δφ2

に対しδ1＝0となるための必要十分条件は

15
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　　ハ二馬＝0　　　　　　　　（4－17）
すなわち浅水方程式系（コリオリカは簡単のためゼロと

します）の運動方程式が成立することです．以上の結果

はよく知られた最小作用の原理（1．b参照）と呼ばれ
　　　　　　　るものですが，φを用いたこの表示法においては質量保

存が自動的に満たされるため，質点の力学同様運動方程

式だけを得れぽよいことになります．筆者の知る限りに

おいて，流体に対するこの様な最小作用の原理の表示は

新しいことだと思います．

　独立な状態変数φ1，φ2に対する共役な運動量π1，π2

はよく知られた関係（Goldstein1980）

　　π揖∂L／∂（∂¢。φi）；卜1，2　　　　　（4－18）

で定義され，さらにハミルトニアン密度πはルジャソド

ル変換

丑・＝Σπ乞∂¢。φ炉L

　　乞

（4－19）

で与えられます．式（4－18）においてπiを具体的に計

算してみますと以下の様な非常に簡単な表現になりま

す．

　　π1ニ〃2，π2＝一∂1　　　　　　　（4－20）

また亙は2つの項石㌦と砺の和になることがわかり
ます．

　　∬＝島＋砺　　　　　　　　（4－21a）

ここに

　　　1島＝rπ一（∂¢1φ一∂¢2φ1）（π・2＋π22）

＋券（砺1φ2一砺2φ1）2

（一｛卜（∂・2＋∂22）＋3夕2）

砺＝一φ。（∂¢1π、＋∂¢2π2）

　（ニーφ。（∂¢、〃2一∂¢2び、））

条件δヂ，941∂1一⑫∫、4ズ・4・2h一・

　　　　　　　　　　　　　　　　（4－23）

を満たす任意の変分（φ1，φ2，π1，π2）に対

し，与えられた定常状態に対する丑の第一変

分はゼロになる．

（4－21b）

（4－21c）

πみは明らかに全エネルギー密度であり，EBは式（4－

6）で導入したカシミール密度、になっています．このよ

うにして得られた系のハミルトニアンH

∬一∫94繍2（π且＋∬8） （4－22）

はもはやは系の全エネルギーではありませんが，第一

項，二項とも積分不変量ですから∬も不変量となりま

す．さらにこの不変量πは全エネルギー丑ハと異なり，

以下のような安定性の議論に好都合な性質を持っている

事を示せます（Sakuma　and　Ghi11990）．

14

第一の条件はアーノルドがすでに用いた条件で，これは

変分により領域内のうず度の総和は変化しないというこ

とを表わしています，これは図2－6において12は変化

させないということに当ります．第二の条件は変分に関
　　　　　　　　　　する全質量保存を示し，φ表示を用いる限りこれは自然

な帰結です．

　4・4安定性に対する弱い十分条件の導出

　ここまでくれば後はπの第二変分を計算するだけとな

ります．δ2丑を計算すると，

　　δ2丑＝［∂2π孟＋δ2砺（1）］＋δ2砺（2）　　（4－24）

という形に書けることがわかります．ここで［］の中

の量は〃乞やhのようにゲージ条件の選択に関係しな

い変分量で，δ2砺（2）はδφ歪をあらわに含む項です．

このゲージの選択に依存するδ2砺（2）は，系の安定

性には寄与しないという事を数学的に示すことは可能

（Sakuma　and　Ghi11990）ですが技術的な部分と思わ

れますのでここでは割愛します．ただこの事について一

言つけ加えさせていただくなら，これは系の安定性とい

う力学的に意味のある特性はゲージの選択に依存しない

量だけで表現できるという自然な帰結であると思われま

す．こうして最終的に式（4－25）を得ます．

　　δ2出＋δ2砺（・）一∫ρ4繍2［考δh2

　　＋2δh（π1δπ1＋π2δπ2）＋互（δπ12＋δπ22）

　　　　　　　　　　　　2

　　一畜器（絢δπ1＋噛）2］　（4－25）

定常状態δ¢。（・）＝0において，式（4－2）より

　　h∂1一∂¢2φ・，h∂2一一∂¢1φ・　　　　（4－26）

となりますから，φoは2一運動量（h∂1，h∂2）の流線関

数ψ

　　hz／1ニー∂∬2ψ，h〃2ニ∂¢1ψ　　　　　　　　　　　　　　（4－27）

と

　　φ。＝一ψ　　　　　　　　　　（4－28）

の関係にあります．

　式（4－25）のi積分記号下の量δ2Kは式（4－28）を使

い，最初の三項を多少書き直すと以下のようになりま

、天気”38．7．



運動方程式の線形化を心要としない定常渦の安定性解析法について

す．

　　δ2κ一妥（δh＋多π・δπ1）2＋多（δh＋多π2δπ・）2

　　　　＋書［（・一笠）δ媚＋（・一署）δ司

　　　　　h　4Q　　　　＋一一（π1δπ1＋π2δπ2）2
　　　　　Q24ψ　　　　　　　　（4－29）

これよりδ2Kが正定値であるための条件として

High
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　　・一8（π12＋π22）＞0かっ重＞・　（杢30）
　　　　　、9h　　　　　　　4ψ

が得られます．これは明らかに二次元非発散流に対して

得られたアーノルドの判定条件の浅水方程式に対する拡

張と考えられます．

　表示（4－29）の特徴的な点は，全エネルギーの変分よ

り得られる項とカシミールの変分より得られる最後の項

をδ窺の二次形式として容易に結合できるという点で

す．実際式（4－29）は

　　δ・K一妥（δh＋多π1δπ1）2＋妥（δh＋多π2δπ2）2

　　　　＋書［（・一署＋孝謬球）耐

　　　　＋（・一署＋参器ぜ）δ司

、

　　　一⊥璽（π1δπ1一π2δπ2）2

　　　　　Q2躍

と書き直せることは容易に示せます．

定値性の条件として，

　　1＿8（π12＋π22）＞0カ、つ

　　　　　、9h

（4－31）

これより直ちに正

・＞霊＞一4（講切｛・一8（蟻冠）｝（4－32）

を得ます．コリオリカが重要となる回転流体の場合は式

（4－32）のQを

　　　　1　　QR二万（∫＋∂¢1∂2一∂¢2び1）　　　（4－33）

で置き変えればよい事は式（4－14）で定義されるラグラ

ンジアソ密度にコリオリカの項を加える他は全く同様な

手続きで示すことができます．こうして，はじめのねら

い通りδ2Kが正定値でしかも49／4ψが負となるよう

な判定条件（4－32）が得られたことになります．

5．新しく得られた弱い十分条件の気象，海洋力学に

　おける応用

5．1二次元非発散流に対する弱い十分条件

新しく得られた弱い十分条件（4－32）の地球流体力学

1991年7月

：Low

第5－1図

〉

における有効性を調べるため，ここでは一例として基底

状態のモドソ解であるStemの解について見て行きま

す．Stemの解はβ一平面における非発散流についての

解ですので，まず浅水方程式系の非発散の定常解を考え

てみます．ψを通常の速度疏に対する流線関数とする

と，定常状態で定義される運動量の流線関数ψ1とψと

の間には

　　塵＿h　　　　　　　（5－1）
　　4ψ

の関係が成り立ちます．したがってρを絶対うず度

∫＋∂¢1〃2一∂¢2〃1とすると

　　器一器器一1島（髪）

　　　　一麦（器多一芳器）（卜・）

となります．9＝、9（ψ），h＝h（ψ）は非発散定常流に対

する渦度方程式，および連続の式より直接得られます．

簡単のため

　　02≡π、2十π22　　　　　　　　（5－3）

と置き，式（5－2）を使うと判定条件（4－32）は

・＞需一号器く一鼻（・一器）（卜4）

⇒・号器・器＞艦＋（÷器＋鍛）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－5）

となり，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　15
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0
第6－1図

Rossby数が明確に定義できません．ここで考えた事は

いわば浅水方程式系の“Stemの解”というべきもので

あり，そのような解に対しては上に見たようにRossby

数は意味を持ちます．現在知られているモドソの解とし

てはこのStemの解の他に，1－a．で述べた東西に伝

播するものもあります．アーノルドの方法を利用した安

定性の解析法により今までモドソの安定性を調べる試み

がいくつかなされてきましたが（1－a．参照），東進す

るモドンの安定性はまだ証明されていません．しかしこ

こで得られた新しい判定条件を用いるとδ2Kが負定値

になる場合を考えなくとも，浅水方程式系の東進する

モドンの安定性を示すことも可能です．（Sakuma　and

Ghi11991）そのようなモドソの安定性の数値実験は

McWilliams等（1982）によってなされています．

浅水方程式系の平均層厚H（h＝π＋η）を形式的に限り

なく大ぎくするとその系の力学は非発散系の力学に近づ

きますから（これはロスビー変形半径を→・・にすると言

ってもよい）式（5－5）においてh→・・として

　　　　49　　　92
　　0＞一＞一一　　　　　　　　 （5－6）

　　　　4ψ　　4∂2

を得ます．Amo1’d－Blumenの判定条件はδ2Hの正定

値に対しては4’9／4ψ＞0でしたから条件（5－6）は新し

い条件と言えます．Stemのモドン解とは第5－1図の様

な双極うずが静止状態の基本場の中にあるもので，式

　　9≡∫＋72ψニーえψ　　　　　　（5－7a）

　　Ro2λ望26．4　　　　　　　　　　　　　　　　　（5－7b）

で与えられます．条件（5－6）より直ちに，

　　皿一一λ＞一A2～一－　　　（5－8）
　　4ψ　　　4∂2　4∂2

なら安定と言えます．（5－7b）を使うと（5－8）は

　　難く（舌）、（意）2＜、Xlα、一・併

　　　　び　　二〉　≦10－1　　　　　　　　　（5－9）
　　　∫R。

となります．　（簡単のためここでは半径∫～oの剛体壁で

囲まれた双極うずを考えます）．式（5－9）の左辺はStem

のモドンを代表するRossby数と見倣せますから，大ざ

っばに言って（5－9）が満たされていれば安定であると

言えます．厳密に言うなら，コリオリパラメータ∫その

ものがあらわれている判定条件（5－9）は，非発散流モデ

ルに対する判定条件としてはふさわしくありません．何

故なら非発散流モデルの渦度方程式は∫の南北方向の微

分であるβを陽に含みますが，∫そのものは陽に含まず

16

　6．おわりに

　今まで地球流体力学ではあまり注目されなかったE

CC法の中核となるアイデアを幾何学的に説明すると共

に，二次元非発散流に対するアーノルド（1965）の判定

条件を少々詳しく見てぎました．ここに紹介したものは

カシミールを含むハミルトニアンノ7の平衡点（定常状態）

における第二変分の正定値を調べるものですが，変分量

は数学的には無限小となりますので，振幅の小さなじょ

う乱（形は任意）の安定性しか主張できません．

　アーノルド（1969）はその後この方法を改良し，有限

振幅のじょう乱に対する解析法も提唱しました．一言で

言うなら，これは第6－1図のように不変量が平衡点0の

ごく近い所だけではなく，有限領域にわたって高次元空

間において凸（convex）ならぱ，与えられた有限振幅の

’じょう乱は初期の振幅よりあまり大ぎくならないという

事でこれは本文2章のh＞0の調和振動子と同様です．

不変量丑はすでに説明した様に一般にはエネルギー（E）

とカシミール（C）から成り，その汎関数πの凸性

（convexity）を調べることにより安定性がわかるため，

このアーノルドが提唱した解析法は現在Energy－Casimir

Convexity　Methodと呼ばれています．アー一ノルドの方

法またはE－CC法はよく非線形安定性解析とも言われ

ますが，今までの地球流体力学関係の1論文によく引用

されたのは，ここで紹介した変分法を用いた方法で，

（fbmal　stability　analysis），有限振幅のじょう乱に対す

るものではありません．この方法において注意すべぎ点

は，簡単な調和振動子の方程式で々＜0の場合，πの節

線は実際に不安定多様体になっていましたが，一般には

、天気”38．7．
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∬の節線は必ずしも不安定多様体になってはいないとい

う事です．平衡点0を通る不安定多様体に沿っては全エ

ネルギーもカシミールも別々に保存され，その結果Eと

Cの和である丑も保存されます．しかしある方向に関し

てはEとCは保存していないのにかかわらず∠Eと∠C

がうち消し合ってその結果その方向が∬の節線となるこ

ともあります．そのような時はπはもやは正定値とはな

りませんが，そのような節線は不安定とは直接関係あり

ません．本論では詳しく述べられませんでしたが，ゲー

ジ変数を用いた方法では，見かけの節線は存在してもゲ

ージに依存する項δ2砺（2）（4－24）に含まれることが

示されます．したがってゲージ変数を用いた方法によ

ると見かけの節線の影響が排除され，その結果従来の

fbmal　stability解析よりもゆるい十分条件が得られるこ

とになります．
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