
１．はじめに

このたびはたいへん名誉ある気象学会賞をいただ

き，ありがとうございます．今後とも学会賞に恥じな

いようにより一層の努力をしていきたいと思っていま

す．

賞のタイトルは「大気循環のカオス的振る舞いに関

する力学的基礎研究」となっていますが，広く言うと

大気の低周波（長周期）変動の力学的研究です．低周

波変動という言葉はあまりなじみのない方が多いかも

しれません．しかしそれはこの言葉がいろいろな現象

の総称名だからで，個別的な名称はなじみのあるもの

が多いと思います．例えば，ブロッキングであった

り，北大西洋振動（NAO）や太平洋・北アメリカパ

ターン（PNA）であったりします．実は私にとって

低周波変動は研究の原点でした．修士課程でブロッキ

ングのデータ解析をやったからです．成果を得たとは

いいがたいものでしたが，その後の私の研究対象に大

きな影響を与えました．その後，非線形力学にも興味

を持ち，この立場から低周波変動に迫れるのではない

かという感触を持っていました．同様の問題意識を

持っていたのが木本さん（東京大学，当時気象庁）

で，彼と共同で低周波変動の概念的な研究を進めるこ

とにしました．話の前半（第３章）はその研究につい

てです．話の後半（第５章）は現実の低周波変動に対

する研究についてです．

以下では，位相空間（phase space）という言葉や

位相空間に基づいた考察が多く出てきます．そこでま

ず位相空間について説明します（よく知っておられる

方は第２章に飛んでください)．変数の組をある仮想

的な空間内の点として表し，考察を進めることは数学

や物理学にとって一般的です．この仮想的空間のこと

を位相空間とよび，いわゆる物理空間と区別します．

位相空間の次元は変数の個数です．

変数の組を例えば海面気圧の各格子点での値とする

と，それは各格子点の海面気圧を座標系に取った（そ

れゆえ格子点の数を次元数とする）位相空間内の１点

として表現できます．逆に言うと，位相空間の１点は

海面気圧におけるひとつのパターンを表すことになり

ます．多くの時間におけるいろいろなパターンは位相

空間内の散布図として描けます．変数の組が時間とと

もに連続的に変動するとき，この変動は位相空間を動

く線として表すことができます．これを軌道（trajec-

tory）とよびます．

位相空間の座標の取り方は自由ですが，直交してい

るパターンが位相空間でも直交する方が分かりやすい

ことは当然です．また少数の座標で変動を効率的に説

明できる方が便利です．そこで大規模場の気象学で

は，時間平均を原点にとって，経験的直交関数

（EOF）解析で得られたモードを座標軸とするやり方

がよく採られます．EOFの各モードはお互いに直交

し，リーディングモードだけで変動のかなりの部分を

説明できるからです．ここでもその方法を踏襲しま

す．

２．低周波変動の研究の背景

まず低周波変動から説明することにします．大気の

時間変動は様々な時間スケールを持っています．その

うちもっともよく知られている１日周期や１年周期の

変動の原因は外力（日射）にあることは自明です．次

に知られているのは総観規模現象（移動性高低気圧）

に伴う変動で，数日の周期を持っています．またその
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メカニズムも基本的には傾圧不安定として解明されて

います．しかし変動の大きさは，より長い（しかし季

節内の）変動成分のほうが実はずっと大きいのです

（Blackmon，1976)．この約10日以上の周期を持つ変

動を低周波変動とよんでいます．この変動は，ブロッ

キングに典型的なように，異常気象とも結びつく重要

な変動です．また中長期予報における予測可能性とも

関係する変動です．しかしながらその理解はなかなか

難しく，メカニズムはいまだによく分かっていませ

ん．特に面倒なのはより短い周期の総観規模変動との

相互作用が必然的に入ってくることです．従って低周

波変動のメカニズムを解明することは気象学における

第一級の課題となっていると言えます．熱帯にも

Madden-Julian振動などの低周波変動がありますが，

本研究の対象はもっぱら中緯度大気の低周波変動で

す．

観測的な研究によれば中緯度大気の低周波変動は一

見カオティックながら，ときとして天候レジームとよ

ばれる準定常的なパターンが持続したり，間欠的に低

周波振動モード １が現れたりすることで特徴づけられ

ます（例えば，Branstator，1987；Kushnir，1987；

Mo and Ghil，1988；Kimoto and Ghil，1993a,b)．

このような様相は大気内部の非線形性に起因すると考

えられます．

非線形性によって中緯度低周波変動を説明しようと

する研究として，まずCharney and DeVore（1979）

があげられます．彼らは，よく知られた２つの天候レ

ジーム，ブロッキングと帯状流卓越パターンに対応す

る非線形方程式の定常解を得，これらが天候レジーム

の根拠であると主張しました．しかし実際の大気中で

定常解はあり得なく，時間変動場で元の定常解（不安

定定常解）がいかなる意味を持つかはその後に残され

た課題となりました．これを発展させたのがLegras
 

and Ghil（1985）です．彼らは，不安定定常解は不安

定であっても時間発展において重要な役割を果たすこ

とを示しました．不安定定常解は定常解から遠ざかる

固有ベクトルを持ちますが，一般にその数はごく少な

くて，大多数は定常解に近づく固有ベクトルを持ちま

す．従ってこれらの固有ベクトル方向から不安定定常

解へ引かれる軌道が多数あり，さらに不安定定常解に

近づくにつれ軌道のスピードが遅くなるという特徴を

持ちます．つまり不安定定常解がブロッキングであれ

ば，ブロッキングパターンが長く持続することを意味

します．Mukougawa（1988）はさらにこのことを発

展させ，不安定定常解だけでなく，非定常極小点（時

間変化が極小の点）も同様の役割を果たすことを明ら

かにしました．

このような考え方は，単に定常解の議論に留まった

Charney and DeVoreを大きく超えるものであり，た

いへん魅力的なものです．しかしながら上述の研究に

用いられたモデルはすべて解像度のごく低いものなの

で，単なる「人工物」である可能性もあります．現実

大気を表現できるような，より大きな自由度のモデル

でその当否を検証することがぜひとも必要です．そこ

で，比較的大きな自由度のモデルを用い，これまでの

研究を検証することから，さらなる天候レジームと低

周波振動の力学的根拠を追究することを目標としまし

た．

ところで，中緯度低周波変動には天候レジームや低

周波振動など間欠的に現れるコヒーレントなモードと

同時に別の様相もあります．代表的なテレコネクショ

ンパターンや経験的直交関数展開（EOF）のリー

ディングモードは正負の振幅がほぼ同等に現れ，特に

現れやすい振幅や周期を持たないように見えます（例

えば，Wallace and Gutzler，1981)．典型的には

NAOやPNAなどです．この様相は線形的であると

考えることができます．また中緯度大気システムの張

る高い次元の位相空間のうち比較的低次元のサブス

ペースに軌道が捕捉されていると考えることができま

す．

線型システムにおいてEOFと力学の関係を論じた

ものとして，North（1984）の議論があります．線形

系が自己随伴（self-adjoint）である場合は，固有値

解析（eigen-analysis，以下，EAという）を使うこ

とによって，両者の関係を理解することは簡単です．

ただ通常の気象モデルのように自己随伴でない場合

は，固有関数の直交性が満たされないので，結果は単

純ではありません．まして非線形系での時間積分を

EOFと対応付けるのに，EAを使ってもそれほどの

理解は得られません．Dymnikov（1988）とNavarra

（1993）はEAの弱点を克服するものとして，特異値

分解（singular value decomposition，以下，SVDと

いう）を提案し，Navarraはランダムな強制に対す

る線形系の応答を理解するのに有効であることを示し
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１ 低周波変動が総称で，そのなかに低周波振動が含ま

れます．低周波振動は顕著な周期を持つもので，他

の低周波変動は一般に卓越周期を持ちません．
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ました．SVDについては

なじみのない方も多いと思

いますので，付録Aにそ

の基礎，利点を書いていま

す．これを受けて，Mar-

shall and Molteni（1993)，

M e t z（1994)，B l a d e

（1996）らがGCM などの

非線形モデルから得られた

EOFを SVDから理解す

ることを試みていますが，

結論は一致していません．

このように非線形系での

SVDの有効性はなお論争

中の問題でした．この問題

にも取り組みました．すな

わち，SVDの有効性と限

界を明らかにしながら，低

周波変動の主要パターンへ

の新たなアプローチを行うことも目的としました．こ

れによって，天候レジーム，低周波振動に加え，低周

波変動を包括的に理解することを試みたわけです．

以上に述べた低周波変動の様相を模式的にまとめた

のが第１図です．位相空間内の散布図として描いてい

ます．その特徴を端的に述べると， まだら模様」と

いうことです．すなわちよく現われ，持続するパター

ン（点の混んでいるところ）とそうでないパターン

（点のまばらなところ）のあることを示しています．

また前者もいくつかのタイプのあることを描いていま

す．例えばEOF1（EOF第一モード）ではそのパ

ターンに沿って点が混んでいます．

３．低周波変動の概念的理解

3.1 モデル

我々の用いたモデルは発散風の効果を含む準地衡風

モデル（いわゆる線形バランスモデル）です．線形バ

ランスとは流線関数と高度の関係が線形的にバランス

しているという意味で，モデル自体はもちろん非線形

です．対象とする領域は北半球だけで，モデルの地形

は現実的なものを採用しています．

モデルの解像度としては，２層T15（最大波数15

の三角形切断）と５層T21（同じく最大波数21）を

用いました．このうち５層T21の結果は少し複雑な

ので，以下ではもっぱら２層T15モデルの結果につ

いてのみ説明します．下部境界条件は地表面の凹凸に

水平風があたり，鉛直運動が強制されるように課して

います．

この種の研究では，ある物理量を制御パラメータに

とって，モデルの振る舞いが制御パラメータとともに

どのように変わるかを見ることが普通です．ここでは

制御パラメータとして静的安定度 Sをとります．こ

れを制御パラメータに取った理由は，Sの大小がモデ

ルの乱れの強さを制御しており，モデルの振る舞いの

変化を見るという目的にとって適切であると考えられ

るからです．山の影響を見るのに，山の高さをパラ

メータとして変化させるのとちょうど同じです．その

標準値は1.2×10 m s kg です．以下では，簡単

のため，その単位，×10 m s kg は省略します．

なお南北の放射平衡温度差など他の類似の性質を示す

物理量を制御パラメータにとっても同様のことが結論

できます．

3.2 天候レジームと低周波振動

まず Sの標準値，1.20で300000日積分を行いまし

た．結果，このモデルは大陸東岸のジェットとその下

流のストーム・トラック，さらに下流の離流（dif-

fluent）領域と，そこでの低周波変動の卓越をうまく

シミュレートしていました．総観規模変動と低周波変

動の強さは現実より少し弱めですが，ほぼ妥当な大き

さです．

第１図 位相空間内の低周波変動を表す模式図．原点は時間平均のことである．
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変動を解析するために，EOF解析を行いました．

EOFの第一モード（EOF1）における上層でのパター

ンを示したのが第２図です．EOF1とEOF2（EOF第

二モード）の座標軸で存在確率密度（Probability
 

Density Function，以下，PDF）を描いたのが第３図

です．３つのPDFの高いところが見えます．これら

の名前をX，M，Pと名付けます．このうち，Xは

かなり広い領域でPDFが大きく，現実の天候レジー

ムとは対応しません．一方，残りの２つ（M とP）

の領域は狭く，パターンはほぼ一定しています．また

特にPは存在確率も回りに比べそれほど高くなく，

かなり不明瞭です．この図はローパス・フィルタをか

けていますが，かけないとM，Pとももっと不明瞭

になります．さらに軌道を詳しく見ると，２つの領域

では軌道は停滞していることが分かります．PとM

に関するこのような位相構造は現実大気の天候レジー

ムとよく対応しています．

天候レジーム間の遷移には選択的なルート

（preferred route）のあることが知られています

（Kimoto and Ghil，1993b)．このモデルではその性

質もうまく示しています．第３図の数値を見ると，X

→P→M のルートははっきりしており，その逆はほ

第２図 S＝1.20の実験におけるEOF1の上層で
の流線関数パターン．正が実線，負が破
線で示している．コンター間隔は任意で
ある．

第３図 S＝1.20の実験におけるEOF1と２で張
られる平面での確率密度関数の分布．た
だし生のデータに対するものではなく，
ローパス・フィルタをかけたものである．

XとM，Pは３つのレジームを示す．
軸はEOF1の時間係数の標準偏差で規格
化されている．コンター値は100倍され
ており，0.012（0.018）より大きい値の
領域は軽い（中間的な）陰影がつけられ
ている．コンターの最大は0.033である．
直線はレジームXとP，M の境界を定
義する線である．これらの線上の矢印と
数値は３つのレジーム間の遷移の方向と
回数を表す．それぞれのレジームに長く
滞在した場合をカウントしているので，
出入りの回数には不一致がある．

第４図 S＝1.20（実線）と S＝1.86（破線）に
おけるパワースペクトル．各モード毎に
計算し，全モードの和をとっている．縦
軸が周波数をかけたパワースペクトル，
横軸は周波数（単位：/日)（下の軸）ま
たは周期（単位：日)（上の軸）を示す．
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とんどありません．またX→M より，M →Xが卓

越します．

卓越周期を見るためにスペクトル解析を行いまし

た．結果が第４図の実線で示されています．周期約20

日の低周波振動が卓越していることが明らかです．す

なわちこのモデルは低周波振動も保持していることに

なります．

これらの根拠を探るため，まず不安定定常解や非定

常極小点を求め，PやM との対応関係を調べました．

しかし結局，両者の対応関係は見つけられませんでし

た．

そこで次に，大きな S，すなわち系の振る舞いが単

純になるであろう Sで様々な計算を行いました．P

やM の原始的な状態が見えるのではないかと考えた

ためです．まず S＝2.00で組織的に定常解・時間依存

解を探索しました（Itoh and Kimoto，1996；以下，

IK1)．その結果，３つのアトラクター（安定な解）

が見いだされました．以下では，これらのアトラク

ター，およびこれらに出自を持つ「アトラクターの痕

跡」（attractor ruin）をX，M，Pと名付けることに

します（標準実験におけるレジームの名前と同じにし

たのは最終的にはこれらが結びつくからです)．Xは

総観規模振動と周期約25日の低周波振動を持つトーラ

ス（二重周期解)，Pは総観規模振動を示す周期解で

す．M もトーラスですが，少しややこしいところが

あるので詳細は説明しません．比較的大規模な系での

これらの見つけ方も工夫の必要なところですが，これ

については IK1を参照してください．そこから Sを

徐々に小さくしますが，S＝1.86までは安定にこの状

態が続きます．このパラメータでの上層ψ モード

（流線関数を球面調和関数で展開したときの東西波数

０，全波数１のモード）の時間変動を描いたのが第５

図aです．

さらに Sを小さくします．まず S＝1.84でXが不

安定化し，Pに収束しました．さらに Sを小さくす

ると，今度はPが不安定化し，M に収束します．つ

まりこの時点ではもともと３つあったアトラクターの

うちただひとつのアトラクターM だけが生き残った

ことになります．

さらに Sを小さくします．すると S＝1.56で最後

のアトラクターも不安定化し，解の振る舞いが大きく

変化する分岐点をむかえます．すなわちアトラクター

はその領域を大きく広げ，M はもちろん，もとのP

やXを含むようになります．しかしながら軌道は位

相空間内のすべての場所を等確率で動くのではなく，

長く留まり何度も訪れる場所が存在しているように見

えます．第５図bでその一端が見えます．実際，他

の様々な方法でもそのような場所が３か所同定され，

それらはそれぞれもとのアトラクターに対応している

ことが分かりました．系の軌道は「アトラクターの痕

第５図 (a）S＝1.86と（b）S＝1.56における上層ψ モードの係数の時間変化．X，P，M は３つのア
トラクター，および「アトラクターの痕跡」を表す．縦軸が係数，横軸が時間を示す．
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跡」で長く捕捉され，かつ何度も訪れるので，これは

天候レジームそのものの性質です．

このような振る舞いは他の物理系でも見つけられて

いるカオス的遍歴（chaotic itinerancy)（例えば，

Ikeda et al.,1989；Kaneko,1990）といわれる現象と

考えられ，上述の分岐点は非線型力学で言う爆発的分

岐（explosive bifurcation）にあたります．

アトラクターの痕跡」間の遷移ルートはアトラク

ターが不安定化したときの性質を反映していました．

つまりPへはXから，PはM へと不安定化時と同じ

遷移をします．最後のアトラクターM の不安定化は

当然，M→Xのルートが「開ける」ことが条件なの

で，M からXのほうが卓越するのは自然です．

パラメータをさらに不安定側にずらしてみます．そ

うすると３つのレジームのうちひとつの領域（X）が

ますます大きくなり，残りの２つの領域（PとM）

は小さく，かつ見えにくくなります．このような変化

を被りながら，Sの標準値1.20での結果につながって

いきます．そして標準実験における３つのレジームは

各々もとのアトラクターに対応していることが確認で

きました．

標準実験におけるXの領域はもとよりかなり大き

くなっていました．この領域が広がるという性質は，

もともとアトラクターXが位相空間の比較的「平坦

な」場所に存在していたことから生じたものです．こ

のことは複数アトラクターが安定に存在する S＝2.00

での時系列を示した図から理解できます（図省略)．

アトラクターPやM への軌道の収束の仕方に比べ，

Xへのそれは大変ゆっくりしています．Xへ収束す

る場合はいろいろな初期値から始めても，同様にゆっ

くりと収束します（図省略)．

以上から，少なくともこのモデルでは，複数の「ア

トラクターの痕跡」が，すなわち安定なパラメータに

おける複数アトラクターの存在が天候レジームの力学

的根拠であるということが明らかにされました．

第４図は S＝1.86のXにおけるスペクトルも表し

ています．S＝1.86はXが不安定になる直前の値で

す．低周波にスペクトル・ピークを持っており，周期

は約25日です．標準実験 S＝1.20では約20日となって

おり，少し短くなっていますが，ほぼ対応していま

す．また標準実験での振動はXで卓越していること

も示せます．さらに低周波振動のパターンもほぼ保持

されています．これらのことより標準実験での低周波

振動はアトラクターXの低周波振動がもとになって

いることは明らかです．ピーク値は S＝1.20でかなり

強くなっています．Xの広がりと対応していると考

えられます．これも現実の低周波振動をうまく説明で

きます．

3.3 低周波変動の主要パターン

EOF1や２では，低周波振動に対応する20日付近の

ピークを除くと，周波数の低い方がパワーが大きい赤

色ノイズ（red noise）になっており，低周波変動が

卓越しています（図省略)．しかも第３図からわかる

ように，振幅は正規分布に近い形で，正負にわたって

分布しています．そこで次にこのような低周波パター

ン卓越の理由を考察することにします．

まず時間平均を基本場にして線形化したときの線形

方程式を考えます．線形方程式を考察する根拠は，上

で述べたようにこの低周波変動が線形的な様相を示し

ているからです．

t
ψ＋Aψ＝f (1)

ここで，右辺は非線形項を含む強制項です．Aは線

形化行列ですが，当然，東西非一様場（zonally vary-

ing field）を基本場とする線形化行列です．低周波変

動はゆっくりした変動なので，第一近似として時間変

化項を小さいとして無視します．すると強制問題とな

り，連立方程式を解くことによって解を得ることがで

きます．この解の性質を調べるのには，SVDが有用

です．要するに，強制が白色（white）であれば（正

確にはuベクトル uと fとの内積が白色であれば)，

特異値σの小さいvベクトル vのパターンが卓越す

ることになるということです．(uベクトル，vベク

トルに関しては付録を参照してください．)

そこで，S＝1.20での時間平均場を基本場として線

形化した行列Aに対してSVDを行います．実際に

特異値を計算すると，第一番目の特異値がたいへん小

さいことが分かりました．従ってこれに付随するパ

ターンが強制に対して強く応答することになります．

すなわちこの励起のメカニズムは定常波の線形共鳴で

あると言えます．実際にパターンを比較すると，第一

vベクトル（以下，SVD V1という）のパターン（第

６図）はEOF1のパターン（第２図）とほぼ一致して

いることがわかります．

EOF1のパターンの時間変化が全体としてゆっくり

していることは，位相空間におけるEOF1からの距離

と軌道の速度を対応させることから確認できます．第
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７図がその結果です．軌道速度の計算は総観規模の現

象に伴う軌道の変化を除くために，事前にローパス・

フィルタをかけています．明らかにEOF1に近いほう

がスピードが遅いことを確認できます．EOF1からの

距離と軌道速度との相関係数は0.465です．

しかしSVD V1によってEOF1が決まるのは不思議

な気がします．なぜなら，EOF1は位相空間内のすべ

ての点を用いて求まるのに対して，SVD V1は時間平

均場，すなわち位相空間の１点のみによって決まるか

らです．なぜこのような関係が保証されるのでしょう

か．ここでもう１度， アトラクターの痕跡」Xの性

質を思い起こしてください．これは構造が「平坦」

で，系の不安定性が増すとともに，どんどんその領域

を広げていくものでした．従って時間平均場は必ずこ

のX内部に存在することになります（第３図参照)．

そして位相構造が「平坦」ですから，時間平均場が

少々違っていても，必ず類似のSVDの結果を与えま

す．このように基本場は位相空間内のある１点です

が，そこでの議論が広い範囲に適用できる根拠のある

ことが分かります．Itoh and Kimoto（1999，以下，

IK2）では実際にこのことをいくつかの観点から確か

めています．

以上より，卓越周期を持たない低周波変動の卓越パ

ターンは，時間平均場を基本場とする線形方程式の特

異モードとして理解できることが分かりました．特異

ベクトルと対応する軸の周辺では系の軌道速度が遅

く，軌道が長く留まるために卓越パターンとなるとい

うわけです．ただし５層T21の結果から言えること

ですが，傾圧波が強くなってくると，傾圧波の影響が

卓越パターンに出始め，SVDだけですべてが決まる

というわけにはいかなくなります（IK2)．

3.4 まとめ

さてここまでの結果をまとめておきましょう．理解

を助けるにはイメージを持ってもらうことが重要なの

で，その目的で第８図を描きました．ただしこのよう

な図は正確な理解のためにはかえって妨げになる両刃

の剣でもありますので，この点はくれぐれも注意して

ください．まず低周波変動は少なくとも３つの側面を

持っていることが結論できます．すなわち天候レジー

ム，低周波振動と卓越周期のない red noise型の低周

波変動です．またこれらの力学的根拠を以下のように

明らかにできました．

天候レジームと低周波振動の力学的根拠は，パラ

メータが安定なときのアトラクター，およびその内部

第６図 SVD V1における上層の流線関数パター
ン．正は実線で，負は破線と陰影で示さ
れている．コンター間隔は任意である．

第７図 S＝1.20の実験において，位相空間にお
けるEOF1からの距離（横軸）と軌道速
度（縦軸）の散布図．軌道速度はローパ
ス・フィルターを通してから計算されて
いる．○印は「アトラクターの痕跡」M
内の点を表している．M の内外は第３
図の２直線で定義されている．
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の低周波振動です．レジーム間の選択的ルートはアト

ラクターの壊れ方を反映したものでした．さらにカオ

ス的遍歴が起こった後，これらの「アトラクターの痕

跡」のうちのあるものは，パラメータの不安定側への

変化とともに，その領域を大きくするという変化を被

ります．これはそのアトラクターが「平坦な」位相構

造のもとにあったため生じたものです．その結果，領

域が大きくなったものはその内部でパターンが大きく

変動することになり，もはやひとつの天候レジームで

あるとは言えなくなります．一方，その他のものはそ

の内部でパターンがほぼ一定し，現実的な天候レジー

ムの様相を示すようになります．低周波振動のほう

は，領域が大きくなった「アトラクターの痕跡」内の

低周波振動が大きな振幅を示すので，これも現実的な

様相を示すことになります．すなわち，天候レジーム

と低周波振動の力学的根拠をより正確に述べると，そ

れぞれ位相構造が「微細な」「アトラクターの痕跡」

と，構造が「平坦な」「アトラクターの痕跡」の低周

波振動であると言うことができます．

不安定定常解や非定常極

小点の重要性を述べた

Legra and Ghilたちの結

果は低解像度での「人工

物」と考えられます．総観

規模変動がある限り，軌道

は不安定定常解には近づけ

ません．なぜならこれらは

大規模場から構成されてい

るのに対し，軌道は常に総

観規模擾乱を含むからで

す．

低周波変動における卓越

パターンは傾圧波の発達が

十分でないモデルでは比較

的単純な現れ方をします．

すなわち時間平均場を基本

場とする線形方程式の特異

モードがその低周波変動の

卓越パターンとして現れま

す．従ってその発現のメカ

ニズムとしては線形共鳴で

あると言えます．基本場が

少々変化しても，特異モー

ドは類似なパターンを持つ

ことも明らかにされました．これは構造が「平坦な」

「アトラクターの痕跡」によって保証されます．ただ

し傾圧波が強くなり局在化してくると，渦強制（傾圧

波による強制）の効果が効いてきて，パターンは特異

モードからかなりずれてきます．従ってこのときの卓

越パターンは，特異モードと渦強制の相互作用の結果

決まってくると言えます．

ここから過去の研究において見られたSVD の有効

性に対する不一致の理由も明らかです．まず紙数の関

係で触れませんでしたが，バロトロピック方程式に基

づくSVDからは傾圧モデルにおける卓越パターンは

説明できないということがあります．また傾圧モデル

にSVDを用いても，上に述べた理由から，卓越パ

ターンをSVDで100％説明できるものでもありませ

ん．限界を知った上でSVDを使うという態度が必要

です．

このように地球の気象学は線形の議論が広い範囲に

適用できるとともに，非線形的な考察も同時に必要に

なるという構造を持っているということになります．

第８図 低周波変動のまとめのイメージ図．横軸は位相空間の位置，縦軸はポテ
ンシャルのようなものである．この「枠」に沿って運動が起こっている
というイメージのもとに描いている．右図が運動の実際の様子を示して
いる．十分に安定だと「底」で静止し（定常解)，不安定性が増すにつれ
て運動が大きくなる．X，P，M はアトラクター，または「アトラク
ターの痕跡」を表す．A（影付き)，B（破線)，C（実線）の線はおおよ
そそれぞれ S＝2.00，1.84，1.20での運動の様子を描いている．これら
の線は概念的に軌跡の「上端」を与えており，それより「下」で運動が
起こっている．「枠」に沿わないで宙に浮いた運動が生じているように思
えるかもしれないが，実際の空間次元は一次元ではないことに注意．A
とBにおいては，各アトラクターでそれぞれの「底」から「上端」まで
が同じ範囲内で，運動が起こっている．それゆえ最も「浅い」Xが最も
早く不安定化する．その値が S＝1.84で，Xから始まった軌跡は最終的
に必ずPとの「壁」を越える．また「枠」はパラメータの変化とともに
変化するが，それは表現していない．

42

低周波変動をどのように理解するか42

〝天気"54．1．



もし地球大気がずっと安定であれば，線形的な議論は

ほとんど意味がなかったはずです．もしずっと不安定

であれば，天候レジームは見えなかったはずです．中

庸であったからこそ，多くの興味深い現象を持つこと

ができたのだと改めて感じた次第です．

４．その後の展開

このように，少なくとも５層T21まで解像度を上

げても天候レジーム，低周波振動，卓越パターンの理

解は概念的にはうまくできます．しかし例えば，卓越

パターンと言ってもNAOやPNAを理解したわけで

はありません．また低周波振動の本質的なメカニズム

を理解したわけでもありません．アトラクターもなぜ

そのようなアトラクターができるのかという理解が

あってはじめて真の理解になります．ですから次の課

題は現実の天候レジーム，低周波振動，卓越パターン

の理解です．我々の概念的な理解が本当に直接的に，

またはその延長として現実にも当てはまるのかという

ことになります．

このような研究は当然ながら簡単ではありません．

最初に天候レジームですが，現実的な天候レジームを

再現することがまずたいへんです．特に天候レジーム

が局所的な場合は解像度の高いモデルを使う必要があ

ります．天候レジームを再現した上で，今度は大自由

度のもとで非線形の枠組みでの理解を進めなければな

りません．簡単でないことが容易に想像できます．

しかし比較的単純なモデルで天候レジームを再現で

きる場合は話は別です．例えば，南半球では単一

ジェットと二重ジェットというレジームがあり（例え

ば，Yoden et al.,1987)，それは帯状平均場で話がす

むので高い解像度は必要としません．そこでまずこれ

を研究することにしました．その成果が Itoh et al．

(1999）です．２つのレジームを２つのアトラクター

からうまく説明することができました．

卓越パターンのほうはまだ比較的に簡単です．線形

的な理解で話がすむからです．ただ私には直接にそこ

に進むにはちょっとした躊躇がありました．北半球の

卓越モードしてよく知られているのは，NAOや

PNAなどですが，これらは局所的なモードであり，

我々のモデルでの卓越パターンは半球的なものである

ということとの間に乖離があったからです．そこをも

う少し詰めたいと思っていました．

ちょうどその当時に，半球的な卓越パターンとして

北極振動（AO）がいう概念がThompson and Wal-

lace（1998）によって提起されました．これは北半球

における月平均海面気圧（SLP）のEOF第一モード

として定義されるもので，その空間パターンは北極と

中緯度との東西一様性の高いシーソーです．その意味

で環状モードとも呼ばれています．ただし日本では

AOのほうが一般的ですので，ここでもそちらを使う

ことにします．AOを各等圧面高度場偏差に回帰する

と，対流圏から成層圏にまで連なる環状パターンが得

られ，南半球での類似パターンの存在と合わせ，AO

は大気の運動を理解する上の基本的なモードと言われ

ています．またAOから回帰した温度偏差のパター

ンは温暖化のパターンと似ており，温暖化を研究する

上でも重要なモードとされています．このようにいろ

いろな側面で大きな注目を集め，多くの研究者がAO

に関わる研究を行っています．木本さんや北大の渡部

さんたちはAOを特異モードとして説明することに

挑戦していました（Kimoto et al., 2001；Watanabe
 

and Jin,2004)．

５．卓越パターンをめぐって

5.1 北極振動と北大西洋振動，太平洋・北アメリ

カパターン

このような背景のなかで私もとりあえずAOから

研究を始めることにしました．単には
・
や
・
り
・
に乗った安

易な態度だったと言えるかもしれません．実は私はそ

の時点ではAOに対する批判的見解のことは知らず

に，単純にその存在を信じて，研究を開始しました．

総観規模現象との関係をデータ解析から見ようとして

いたのですが，そのうちにどうもおかしいと思える節

が出てきました．それはEOFを使うと，太平洋域と

大西洋域の総観規模現象が常にコヒーレントに出てく

るということです．本来別々に出ているはずなのに，

なぜかコヒーレントになるのです．ただすぐにはどこ

がどうおかしいということは分かりませんでした．

そこでAOに対する批判的な見解の存在を知って，

それをレビューしてみました．Deser（2000）が最も

組織的なものです．そこでは簡単に言うと，AOは

NAOと同じものを見ているのではないかという批判

をしていました．ただ私はこれでは太平洋の作用中心

（変動の振幅の１番大きいところ）を考察していない

ので，不十分ではないかという印象を持ちました．北

極域と大西洋域に加えて，太平洋域も加えた考察をし

ないといけないという考えに至ったわけです．そこで

それを３点で模式的に表現し，EOFを考察するとい
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うアイデアに至りました．そうなると結論は簡単でし

た．約２か月でアイデアから結果と考察を経て結論に

至りました．実はこの時期は2001年秋の学会に予稿集

を出した直後のことで，予稿集のタイトルは「環状

モードと高周波擾乱」となっていました．学会での講

演自身はタイトルからまったく離れて，別の内容「見

かけの北極振動と真の北極振動」を話したという次第

です．これが Itoh（2002）のもとになっています．

その内容を次に説明することにします．

なおデータはNCEP-NCAR再解析の月平均デー

タで，SLPを用います．解析期間は1948～2000年ま

での53年間で，11月から４月の冬季のデータのみを扱

います．偏差を各月の53年平均からのずれとして定義

し，これに対して解析を行いました．

以下の考察ではEOF第二モードが重要になってき

ますので，まずこれを見ておくことします．第９図は

海面気圧における半球全体のEOF1とEOF2を示して

います．EOF1がこのデータでのAOです．EOF2は

大西洋と太平洋のシーソーを表しています．EOF2が

このようなパターンになるべきことを想定していたの

で，EOF解析でこのパターンが出てきたとき，私は

自分の考えに確信を持つことができました．以下では

このパターンをNCM（negative correlation mode）

とよぶことにします．

さてAOは北極と中緯度のシーソーパターンです

が，第９図aに見られるように作用中心としては北

極（N)，大西洋（A)，太平洋（P）の３点がありま

す．この３地点での時系列を次のように与えます．

x (t)＝2r(t)， (2a)

x(t)＝－r(t)＋r(t)， (2b)

x(t)＝－r(t)－r(t) (2c)

ここで r (t）は時間を tとする時系列で，下添字が

同じものは同じ時系列を，異なるものは異なる時系列

を示しています．簡単のため，どの時系列も平均ゼロ

で，分散は同じ，異なる時系列間では無相関としま

す．従って，r(t)r(t)＝０です．ここで ()は時

間平均を示します．この式は３点がコヒーレントに振

動するモデルで，これを真の北極振動とよぶことにし

ます．振幅は極が大きいので，それを反映して仮に２

倍としています．なおA点とP点の間にもシーソー

パターンを許していますが，NCM の存在を反映して

います．この３点のEOF解析は，(2，－1，－1) が第

一モードでAOを表し，第二モードが（0，1，－1) で

NCM を表すことは自明です．なお（ ) は転置の意

味です．

今度は次のような時系列があったとします．r (t）

は上の r (t）と同じ性質を持つものとします．

y(t)＝r(t)＋r(t)， (3a)

y(t)＝r(t)， (3b)

y(t)＝ －r(t) (3c)

第９図 20°N以北の月平均海面気圧偏差における（a）EOF1と（b）EOF2．寄与率は各図の右上に示さ
れている．正の値は実線，負の値は破線で示す．EOFは領域積分が各モードの分散に等しいよ
うに規格化されている．コンター間隔は0.8hPaである．
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これはN，A地点間のシーソー振動と，N，P地点間

のシーソー振動であり，これ以外の解釈はあり得ませ

ん．しかしEOF解析を行うと，結果は，固有値が

0.5倍になることを除いて，(2）式とまったく同じに

なります．相関はA・P間でないことを正しく教えて

くれますが，EOFはAOとNCM が存在すると誤っ

てしまうのです．数学的に表現すると，(3）式が次の

ように書き直せることに対応しています．

y(t)＝［r(t)＋r(t)］， (4a)

y(t)＝－0.5［r(t)＋r(t)］

－0.5［r(t)－r(t)］, (4b)

y(t)＝－0.5［r(t)＋r(t)］

＋0.5［r(t)－r（t)］ (4c)

従って，以下ではこれを見かけの北極振動とよぶこと

にします．なおN，A地点間のシーソー振動がNAO

を模したものであることは明らかです．N，P地点間

のシーソー振動は現時点では明快でありませんが，後

でPNAであることが分かりますので，これ以降は

PNAとよぶことにします．

後の便宜のために，図式的に３点シーソー系と４つ

のモードの関係を表す図を示すことにします．第10図

がそれです．４つは位相空間の同じ平面に位置しま

す．(3）におけるNAOとPNAの空間相関（正しく

は正規化した内積）は0.5ですから，両者は60°で交

わっていると描けます．その２つの平均がAOであ

り，それに直交してNCM があります．従ってAO

はNAO，PNAを30°回転した関係にあります．

(3）の変動はNAOとPNAのそれぞれの軸に沿っ

た変動の合成ですから，変動が一様乱数で表されるな

ら，その変動範囲は影を付けた菱形領域Aで表現で

きます．一様乱数は変動範囲が分かりやすく見えるた

めに導入したもので，(正規分布以外の）他でモデル

化しても本質的なことは同じです．ここからなぜ（3）

のEOFがAOとNCM になるかが簡単に理解できま

す．NAOとPNAは直交していないので，最も分散

の大きい主軸は，図から分かるように，その平均され

たモードとなります．これがAOです．そしてこれ

に直交するNCM が第二モードとなります．

さて問題は観測されるAOが真なのか，見かけな

のかということです．これがAOに関する根本的な

論点であると私は考えています．このモデルを導入す

ることによって，真と見かけのAOを区別する原理

が明瞭になります．いくつかの方法を考察すると，要

するに北極のデータを使うのはあまり得策ではないこ

とが分かります．極を除いてEOF等を行うというこ

とです．

この考察に基づいて，SLPの偏差データを用いて

計算を行いました．まず20°N～60°Nの中緯度だけで

EOFを行いました．これを半球のEOFと区別するた

めに，以下ではMEOFということにします．また半

球EOFをHEOFとよぶことにします．MEOFの結

果を描いたのが第11図です．MEOF1はシグナルのほ

とんどが太平洋，第二モードのそれは大西洋となって

います．MEOF1には大西洋にも太平洋と逆相関の場

所が北に，正相関の場所が南に見えています．ただし

これをHEOF2のような大西洋・太平洋逆相関モード

と混同してはなりません．この場合，大西洋の逆相関

の中心は，HEOF2とは異なって，60°N以北にあり，

アリューシャン・アイスランド低気圧間のシーソーを

反映しています（例えば，van Loon and Rogers,

1978；Honda et al.,2001)．従って負の領域は極の一

部とみなされるべきです．より下位のモードを調べて

も，環状モードは存在しません．

大西洋・太平洋間の関係をよりはっきりするため，

北の境界を変えて計算を行いました．まず50°Nにし

た場合は60°Nの場合より明瞭に大西洋の振動と太平

第10図 ３点シーソー系の位相空間での配置を表
す模式図．NAO，PNA，AO，NCM
はそれぞれのパターンの方向を示す．

r，r，r，rが一様乱数である場合の
変動範囲をA（影をつけた菱形領域）
とB（外側の長方形領域）で表してい
る．Aが（3）式に対応し，Bは（2）
式に対応する．
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洋の振動が独立であることを示します．ここでも環状

モードは存在しません．一方，65°Nにした場合は，

EOF1では大西洋の南の領域で広い範囲に太平洋と正

相関の領域が増え，AOにかなり近くなっています．

また極の負相関も強くなっています．それに連れて

EOF2では，大西洋のシグナルがなお強いものの，２

つの領域の間の逆相関モードとなっています．北の境

界を70°Nにすると，この特徴はより一層はっきりし

ます．

これらの結果は以下のように解釈できます．まず中

緯度の主要な変動は大西洋と太平洋のそれぞれで独立

に変動するモードであるということです．環状コヒー

レントなモードや大西洋・太平洋で同位相のモードは

有意には存在しません．北極域での変動の関与のもと

でのみ，見かけ上，同位相のモードが現れます．従っ

てまたこれも見かけ上，逆相関モード（NCM）が現

れます．北極域では２つの変動は作用中心を共有しま

す．すなわち空間相関を持つことになり，これが見か

けのモードを作り出します（第10図を思い出してくだ

さい)．

実際に観測データを用いて，２つのほぼ独立なシー

ソーを作成し，そこからAOとNCM を導出するこ

とができます．Itoh（2002）では別のやり方で行って

いますが，ここではより分かりやすい方法で提示する

ことにします．まず東半球と西半球それぞれでEOF

を行い，その第一モードを取り出します．第12図がそ

の結果です．これらは中緯度ではそれぞれMEOF2と

MEOF1によく似ています（第11図参照)．次に，こ

の２つのシーソーのみからなる人工的データを再構成

します．その際の振幅はそれぞれのパターンへの射影

として計算できます．結果的に振幅の変動は両者でほ

ぼ無相関となります．この人工データに対してEOF

解析を行います．その２つの主要モードは第９図と大

変よく似ていることが確認できます（図省略)．これ

らの結果は観測されるAOがほぼ見かけであるとい

う見方を強く支持するものです．

第12図 aのパターンがNAOパターンであることは

言うまでもありません．第12図 bのパターンは，ア

イスランド低気圧とのシーソーを含むアリューシャン

低気圧の変動を示していますが，500hPa高度の回帰

パターンはPNAパターンを示します．従っていわゆ

る純粋なPNAパターン（極に振幅を持たない）とは

少し異なりますが，分かりやすくPNAとよぶことに

します．従って，観測されるAOは，２つのほぼ無

相関な変動であるNAOとPNAから見かけ上出てき

たものであると言うことができます．

5.2 北極振動の再考察

Itoh（2002）をGeophysical Research Lettersに

投稿した後に，Ambaum et al．(2001）の論文が出

版されました（正確には先に出版されていましたが，

雑誌が手元に届いたのが直後でした)．彼らも３点

シーソー系を考察し，NAOとPNAが見かけ上AO

を作っているのではないかとの疑念を提出していま

す．３点シーソー系で先を越されたことは少し残念で

したが，同時に力強い思いもしました．このような議

論に対して，Wallace and Thompson（2002）はなお

第11図 20°Nから60°Nの月平均海面気圧偏差における（a）EOF1と（b）EOF2．他は第９図と同じ．
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反論を行っています．彼らはNCM の実在性を500

hPa高度に対する回帰で大西洋にも波列を持つPNA

（augmented PNA）に求め，AO-NCM パラダイム

という解釈があり得るとしました．またChristiansen

（2002）からは，私の解析に対してそのもとになって

いる３点シーソー系の２つの式が数学的に等価であ

り，統計的な解析によってだけでは２つを区別できな

いという批判がされています．すなわち（3）式が

（4）式のように書き直せるので，(2）式と等価である

ということです．

しかし数学的に等価でないことは，第10図から明ら

かです．Aで表される実線で囲まれた領域が（3）の

変動範囲を，Bで表される破線で囲まれた領域が（2）

の変動範囲を示しています．ここから（2）と（3）は

同じEOFを与えますが，PC1（EOF1の時間係数）

とPC2（EOF2の時間係数）の分布は異なると言えま

す．これは言い換えると，(2）においてはPC1と

PC2が独立であるのに対し，(3）は独立ではないこと

と関係しています ．このことは（4）から簡単に理

解できます．すなわち正規化の因子を考えないとき，

PC1＝r(t)＋r(t)，PC2＝r(t)－r(t）であり，両

者は無相関ですが独立ではなく，ともに大きな（正ま

たは負の）値をとることはできません．このように

NAO-PNA系と真のAO-NCM 系は原理的には区別

可能です．ただ具体的にどのように区別するかは難し

く，当時はあまりエレガントでない方法でやっていま

した．

その頃，東京学芸大学の森さんたちは独立成分分析

（Independent Component Analysis）という手法を気

象学会にもたらしました．一般的にも適用範囲の広い

優れた解析方法だと思いますが，これこそが２つを区

別するエレガントな方法だったのです．(2）であれば

AOとNCM が独立成分として抽出され，(3）であれ

ばNAOとPNAが独立成分として抽出されます．森

さんにいろいろと教えを請いながら，私自身も勉強を

始めました．

さて独立成分分析を用いて，具体的にNCEP-

NCAR再解析のSLPデータを用いて解析をやってみ

ましょう．ただし独立成分分析の説明までやるとかな

り長くなりますので，それは省略します．興味のある

方はMori et al. (2006）やHyvarinen et al. (2001）

を見てください．

解析の結果，独立であると判定されたパターンを確

認すると（第13図)，それぞれNAO（右）とPNA

（左）に対応していることが分かります．PNAはア

イスランド低気圧とのシーソーが強くなっています

第12図 (a）西半球と（b）東半球におけるPC1から回帰したパターン．他は第９図と同じ．

２ PC1とPC2が独立であるとは，PC1（PC2）の情報

はPC2（PC1）の値に何の影響も与えず，それぞれ

自由に，すなわち独立に値を取ることができるとい

う意味です．独立は無相関より強い意味を持ちます．

すなわち独立なら無相関というのは言えますが，無

相関だからと言って独立であるとは限りません．最

も分かりやすい時系列の例はcos tと sin tです．両

者は無相関ですが，cos tの値が決まれば，sin tの

値は符号を除いて一意的に決まるので，独立ではあ

りません．
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が，振幅はアリューシャン低気圧に対応するところが

圧倒的に大きくなっています．

ただデータ期間が短いために有意性は言えませんで

した．そこで数値実験データを使うことを考えまし

た．幸い，ある事情で気象研の行本さんたちの作成さ

れたデータを手元にいただいていたので，それを使っ

てみました．現在気候実験と言われるもので，350年

間の積分が行われています．それに対して独立成分分

析を行うと，NCEP-NCAR再解析データと同じよう

にNAOとPNAが独立であるという結果を得まし

た．しかも今度は有意性がはっきり得られました．

このように私自身は，SLPのEOF1として出てく

るAOというのは見かけであると確信しています．

NAOとPNAが２つの独立な変動であるけれど，両

者が空間相関を持っているために見かけ上出てきたも

のであると言えます．ここからさらに一般的にEOF

の結果の解釈には十分注意しないといけないというこ

とも出てきます．EOFが示す変動は単に見かけであ

り，本来は空間相関を持つ２つ（複数）の独立な変動

の合成である可能性があるからです．

5.3 北大西洋振動と太平洋・北アメリカパターン

をめぐって

さて卓越パターンに関しては決定的に大きな問題が

残されてます．それはNAOとPNAの形成機構で

す．これらに対する言及は低周波変動や気候に関係し

て圧倒的なものがあります．しかし不思議なことにこ

れらの形成機構をまともに議論している論文は，少な

くとも著者の知識では皆無です．しかしこれなしには

低周波変動の研究がどのように進もうと道半ばである

ことは明らかです．そこで次にこの問題にアプローチ

することを考え，実際に大学院生の麻生祥人君ととも

に進めています．まだ研究途中なので，詳細を明らか

にすることはできませんが，少なくともNAOに対し

てはそこそこの結果を得ているところです．低周波変

動研究のひとつの総仕上げとして，近いうちにぜひま

とめたいと思っています．

もうひとつAOの実在性に関わって明らかにすべ

き問題が残っています．それはAOが成層圏までひ

とつながりのモードであるとされてきた点に関してで

す．実在性が疑わしい限り，これについても再検討が

必要です．この研究が Itoh and Harada（2004）で

す．九大の院生だった原田憲一君との共同研究です．

結論だけ述べると，NAOが成層圏の環状モードと関

係し，PNAが波数１モードとして成層圏に伝播する

ということです．またこのなかでPNAが成層圏の突

然昇温に重要な役割を果たしていることも解明できま

した．

６．おわりに

研究生活を振り返ってひとつのキーワードを挙げろ

と言われると，それは「持続する」という言葉になり

ます．私が一番苦しかったのは就職してすぐの頃でし

た．和歌山大学に就職できたのは幸運でよかったので

すが，そこには計算機がありませんでした（事前に計

算機のあることは確認していたのですが，実質は使え

る条件になかったということです)．当時ですから

第13図 独立成分として抽出されたパターン．
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ネットワーク環境もないので，１週間に１度，京都大

学へ行ってそこで計算をしていました．当然ながら計

算が進むはずもなく，研究もまったく進展しませんで

した．大学院時代の仕事を論文として出してから，数

年間はまったく論文が書けない時期が続きました．そ

のような時期も，もちろん多くの方の支えがあっての

ことですが，持続してやってきたことが今日の私につ

ながっていると思っています．学会賞の対象は最近の

仕事に対してですが，私自身はこの時期に対する褒美

であるとも思っています．若い人たちも今後いろいろ

と苦しいことが出てくるかもしれませんが，持続する

心を持って励んでいっていただきたいと思います．

最後になりますが，多くの皆様に感謝を捧げたいと

思います．このような研究ができたのは多くの方のご

指導や支えがあったからです．京都大学時代には山元

龍三郎先生から研究の手ほどきを受けました．その温

かいご指導と研究に対する真摯な姿勢は今でも私の手

本になっています．廣田 勇先生は直接の指導教官で

はありませんでが，多くのことを教えていただきまし

た．世界を見るようにといつも言われていたことは今

でも強く印象に残っています．前半の研究は木本昌秀

さんとの共同研究です．彼の存在無しにはこの研究は

なかったと思っています．その他の皆様も，ひとりひ

とりお名前を挙げる余裕はありませんが，本当にお世

話になりました．皆様に深く感謝します．

付録A SVDの基礎

方程式，

Ax＝f (5)

を考えます．このモデルではAが時間平均場を基本

場とした線形化行列，xが流線関数，fが非線形項を

含む強制項です．以下では固有ベクトルは常に正規化

されているとして話を進めます．

Aの特異値分解（SVD）とは

A＝UΣV (6)

と書けることです．ここでU とV は正規直交行列，

V はV の転置行列，Σは対角行列で，Σ＝diag（σ，

σ，…，σ）となります．σは実数で，０ σ σ

…という関係があり，特異値と呼ばれます．U とV

の各列は，それぞれ uベクトル（または左特異ベク

トル)，vベクトル（または右特異ベクトル）と呼ば

れます．また，σ，σ，…，σはAA（AAでも同

じ）の固有値の正の平方根に対応し，V の第 i列は

固有値σ に対するAAの固有ベクトル，U の第 i

列は固有値σ に対するAAの固有ベクトルです．こ

れらから

x＝∑v
(u，f)
σ

(7)

と書けます．ここで（y，z）はベクトル yと zの内積

を表します．従って強制がwhiteなら，vが最も卓

越しやすいモードであると結論することができます．

さらにσが非常に小さい場合には，強制がどうあろ

うと，それにあまり依存せず，vのパターンが卓越す

ることになります．

SVDと通常の固有値解析のどちらを使うかは，当

然ながら問題に依存します．SVDは特異値が実数の

みで，uベクトルどうし，vベクトルどうしが直交し

ていることにより，いろいろと議論を発展させやすい

という利点を持っています．さらにσ λ（λは固

有値λのなかでもっとも絶対値の小さいもの）とい

う関係も証明できます（IK2)．ここからSVDで考え

たほうが卓越パターンを理解しやすいということが言

え，これがSVDのもうひとつの重要な利点です．
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