
１. はじめに

入力と出力を持つシステムにおいて, 入力の変化に

対する出力の変化の割合を調べる解析を感度解析とい

う. 数値予報では初期値と予報値を, それぞれ, 入力

と出力と考えることができる. 数値予報の感度解析に

より, 例えば, ある地点の気温の予報値に含まれる誤

差の要因を時間を遡って調べることや, どの地点で追

加観測を行えば台風進路予報の精度を効果的に向上さ

せることができるかを知ることができる.

予報感度解析の最も素朴な手法は, 初期値を少しず

つ変えた予報を入力変数の数だけ行い, その結果から

感度の高い地点と物理量を割り出すことである. しか

し, 予報モデルは大自由度であるため, この手法は計

算機コストの観点から現実的ではない. そのため, 随

伴ベクトル（adjoint vector）法や特異ベクトル（sin-

gular vector）法, あるいは, アンサンブル予報に基

づいた感度解析が行われる. 随伴ベクトル法と特異ベ

クトル法では, 摂動の線形成長を仮定し, 随伴モデル

（例えば, 村上（1995）参照）を使うことで, 予報の

倍から数十倍程度の計算機コストで感度解析を行うこ

とができる. アンサンブル予報に基づいた手法では,

アンサンブル予報が初期値の変化の発展の特徴を十分

にとらえているものと期待して, アンサンブルのメン

バー数という低次元の中で感度を調べる. 以下では,

随伴ベクトル法を中心として, 予報感度解析の基礎概

念を簡単な例とともに紹介する.

２. 随伴ベクトル法と特異ベクトル法

いま, 大気の状態を n次元列ベクトルXで表すこ

とにする. このベクトルの成分は各地の気温や風速な

どである. 時刻０の初期値X の入力に対して時刻 t

の予報値Xを出力する関数を とすると, 数値予報

は形式的にX＝ (X )と表すことができる. この式

において, 初期値の変化（摂動）X′に対する予報値

の変化X′を考えると, 両者の間の関係は次式とな

る.

X′＝ (X ＋X′)－ (X )
X

X′≡MX′ (1)

ここでは, (X ＋X′)をテイラー展開してX′の高次

の項を無視しており, X′はX′と線形的に結びついて

いる. この式の中に現れる / X は, の成分を

X の成分で偏微分したものからなる n次の正方行列

で, 接線形演算子と呼ばれる. 以下ではこの行列を

M で表す.

随伴ベクトル法による感度解析では, 予報値から計

算されるスカラー量 J(X )の初期値に対する感度を

割り出す. 例えば, Jは予報時刻のある地点の気温や

ある領域の運動エネルギーなどである. この手法で

は, スカラー量 Jの初期値X に対する勾配∇X Jを

「初期値に対する感度」もしくは単に「感度」と呼

ぶ. なぜなら, 勾配∇X Jの成分はXの成分の変化に

対する Jの変化の割合を表すからである. ベクトル

の内積を ･･，>と記述することにすると, 初期値の変

化X′に対するスカラー量の変化 J′は J′＝ ∇X J，

X′>と表される. また, 予報値の変化X′に対する J′

の式を立てて, 式(1)を代入すると, J′＝ ∇X J，

X′>＝ ∇X J，MX′>＝ M ∇X J，X′>となる. ここ

で, M はM の随伴（アジョイント）行列である. 以

上から, 次式の関係が成り立つ.

∇X J＝M ∇X J (2)

勾配∇X Jは予報値Xが定まれば決まる量であり, そ

れに随伴行列M を作用させることで, 初期値に対す

る感度∇X Jが求まる. この感度∇X Jは随伴ベクト

ルと呼ばれる. 標準的な内積（ベクトルの成分の積の

和）の場合, 随伴行列M は転置行列M に等しく,

また, ∇XJ＝ J/ Xである. このときの式(2)は,
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J
X
＝M

J
X

(3)

となる.

特異ベクトル法による感度解析では, 初期値と予報

値の変化の大きさを, それぞれ, 適当な内積が定める

ノルム X′＝ X′,X′>で定義し X′/X′が大きいも

のを感度の高い変化と考える. この最大値問題は行列

M の特異値分解により求められる（例えば, 余田ほ

か（1992）参照). そのため, この手法は特異ベクト

ル法と呼ばれ, 得られる感度の高い初期値の変化の場

は特異ベクトルと呼ばれる. 随伴ベクトル法では出力

の変化 J′がX′の１次式で表されるのに対して, 特異

ベクトル法では出力の変化 X′がX′の２次式で表さ

れる. そのため, 感度解析で求まる随伴ベクトルは１

つであるのに対して, 特異ベクトルは独立した複数の

ものからなる. 感度の大きいものから順に, 第１特異

ベクトル, 第２特異ベクトル, …, と呼ばれている.

３. Lorenz(1963)モデルへの適用例

Lorenz（1963）の３変数モデルを用いて, 随伴ベ

クトル法の感度解析の例を示そう. このモデルをオイ

ラー法で差分化した式は,

＝ ＋(－σ ＋σ )Δ

＝ ＋(－ － ＋ )Δ

＝ ＋( － )Δ

(4)

となる. ここで, Δ は時間刻み幅であり, 下付き添

字は離散化した時刻を表す番号である. ３変数X＝

( , , )に加えた変化X′＝( , , )の１タイムス

テップ分の時間発展をX′＝M X′の形で記述する

と,
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となる. この式が接線形演算子を用いた時間発展の式

である. 式(1)に現れる時刻０から時刻 t＝mΔtまで

の時間発展を表す接線形演算子は, 式(5)を i＝0,

1,...,m－１まで繰り返してM＝M …M M と得

られる. モデルの時間発展解Xに沿って摂動X′の発

展を考えているので, 行列M がXに依存することに

注目していただきたい.

標準内積の場合, この接線形演算子に対応する随伴

演算子（転置行列）はM ＝M M …M であ

る. 随伴演算子による１タイムステップ分の時間発展

を J/ X＝M J/ X の形で記述すると,
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となる. 注目する量を J＝ としたときの随伴ベクト

ルの計算手順は次のようになる. まず, ある初期値

X から式(4)によりモデルを数値積分し, 全タイムス

テップでのXを記憶する. そして, J/ X ＝(0,0,

1)なので, これを随伴モデルの初期値として式(6)を

i＝m－１,...,1,0の順に適用する（初期値に対して

M から順に作用していくので, この操作は「後方

時間積分」と呼ばれる). 以上により, 随伴ベクトル

J/ X が求まり, 初期値の変化に対する予報値 の

変化の割合が計算できたことになる.

４. おわりに

本解説では, 随伴ベクトル法を中心に予報感度解析

の基礎概念と簡単な例を紹介した. 現実的な予報感

度解析を行うためには, いくつかのことを考える必要

がある. まず, 初期値の変化のしやすさ（初期摂動の

分散や共分散）についてである. 一般に, 観測がまば

らな領域よりも密な領域の方が初期値に含まれる誤差

は小さい. このことから分かるように, 初期値の変化

のしやすさは空間的に均一ではない. このことを考慮

に入れないと, 予報精度向上を目的とした追加観測地

点の割り出しを適切に行うことができない（もともと

初期誤差の小さい場所で追加観測を行っても予報精度

向上の効果は望めない). また, 本解説では, 初期値

に対する感度について紹介したが, 実際の追加観測の

効果を知るためには, 初期値ではなく観測値に対する

感度を調べる必要がある. つまり, 観測値を同化して

初期値を作る過程（データ同化）を含めて予報感度解

析を行う必要がある.

もう一つの大きな問題として, 摂動の非線形時間発

展が挙げられる. ここでは, 式(1)を導く際に摂動の

時間発展は線形であると仮定したが, 予報期間中に活
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発な対流活動が見られる場合などでは, 想定される初

期摂動が線形的に発達するとは考え難い. 本解説で示

したLorenzモデルのケースにおいても, 扱う時間が

長くなると, 随伴ベクトル法で求めた感度が意味を持

たなくなる. 近年, アンサンブル予報に基づいた感度

解析が広く行われるようになった（例えば,

Enomoto et al.2007;Torn and Hakim2008). この

手法は, 接線形モデルや随伴モデルを必要とせず, 非

線形発達する摂動を含めた感度解析となるため, 実際

的な感度解析の研究を促進させる起爆剤としての役割

が期待されている.
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