
１．はじめに

共振現象（後述）は様々な分野で散見される．力学

の振り子（第２章）やばね振動の運動ではポピュラー

であるが，電磁気学では，ラジオのチューナーの振動

数を変えるとき，ザーザーという雑音だったのが急に

ボリューム一杯の音声が聞こえたりする．また化学の

塩化水素の分子HClに電磁波を入射する実験（寺沢

1984）では，電磁波の振動数がHClの固有振動数

（～赤外線領域）に近くなるとHは激しく振動し電磁

波の透過率は最小になる．生物では，アカイエカのオ

スの触角に多数の毛が生えているが，メスが近くを飛

ぶときの羽音に感度よく反応できると言われている

（小暮 1996）．これらはすべて共振現象である．共振

により振動エネルギーが大きくなり，際立ってくるの

である．

流体運動で，例えば，安定成層をした流体中で一つ

の振動数の強制を与えて特定の波数をもつ波動（内部

重力波）が発現する（後述）．このような場合でも，

上記の共振現象と同じことが起こったと思うのは飛躍

しすぎだろうか．

一般に流体内で観測される波を空間と時間に関する

式で記述し，それを波数と振動数によって表現する

と，分散関係（後述）が得られる．ところが分散関係

は強制項がないときに現れる（このときの解を自由解

と呼ぶ）．もし流体中で強制を与えて発現させる波動

が「流体の共振現象」であるとすると，自由解の分散

関係と強制による共振現象とはどういう関係になるの

だろうか．

強制振動がある場合の一般論として，振動系が持つ

固有振動数をω，強制項の角振動数（以下「振動数」

と表記）をωとすると，ω≠ωの場合，解の振幅は

自由解と同じで時間的に一定である．ところが，

ω＝ωのとき，解の振幅は時間に比例して大きくな

る．物理学では，ω＝ωの場合に振動系の振幅が大

きくなる現象を「共振」（あるいは共鳴）と呼ぶ．

本稿では，まず振り子を例に，強制項を含む場合を

取り上げ，共振現象について述べる．次に安定成層中

にみられる内部重力波について，強制振動を与える場

合を眺めてみる．こうして，分散関係を満たす自由解

が共振する解（共振解）と一致することを見てみよ

う．

２．振り子の共振

まず振り子を使ったマジックを考えよう（吉田

2000）．同じ質量のおもりと異なる長さ l（n＝１，

２，３）のひもを準備し，それを棒にくくり付けて振

り子を三組作る．ここで，棒の両端を両手で持ち，同

じ向きに棒をある振動数で振動させる（第１図）．マ

ジックでは，観客に一つの振り子を指させてその振幅

を大きく振ってみせる趣向である．こうした実験は，

例えば，NHK for schoolの番組「大科学実験」の

「ひとつだけ動かして！」で見ることができる．

振り子を振動数ωで強制したときの方程式は，振

動方向の原点からの変位をη，時間を t，強制の振幅

の大きさを F とすると，振幅が微小のときに次式で

表される．

d η
dt

＋ω η＝F cos(ωt) （１)
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ω ＝ g
 
l

（２)

ここで，ωは振り子の固有振動数であり，ひもの長

さ lと重力加速度の大きさ gで表される．

F ＝０のときの式（１）の解は，

η＝Asin(ω t)＋B cos(ω t) （３)

であり，係数Aと B は未定定数で初期値を与えれば

すべて決まる（以下に出てくる D，E，G，H も同

様）．この場合，解は時間振動するだけで振幅は時間

的に変わらない．

F ≠０の場合には解は二つに分かれる．ω≠ωの

場合は，

η＝D sin(ω t)＋E cos(ω t)＋
F

ω －ω
cos(ωt)

（４)

であり，右辺の第１項と第２項は自由解，第３項は強

制解と呼ばれる．式（３）と同様に，この解の振幅も

時間的に変わらない．

注目すべきは，ω＝ωの場合である．このとき式

（４）のままでは右辺第３項の分母は０となり不定と

なる．そこで，自由解のうち右辺第２項の一部を取り

入れて，右辺第３項を

F
ω －ω

cos(ω t)cos(Δωt)－1

－sin(ω t)sin(Δωt) （５)

と書き換え，これを改めて強制項と呼ぶ．ω＝ω＋

Δωと書き換え，Δωを０に近づけると，式（５）は

形式上０／０の形になる．式（５）は

F
ω －ω

cos(ωt)－cos(ω t) （６)

と変形することができる．Δωが小さいとき，（６）

の分母は－２ωΔωと近似できる．また［ ］内の

２項のうち，第１項はO（Δω）のオーダー，第２項

はO（Δω）のオーダーとなることから，式（６）は

F t sin(ω t)
2ω

（７)

と書くことができる．ここで，Δωが０に近づくと

き，

lim
sin(Δω)
Δω

＝1

となる公式を利用した．また式（７）には式（５）の

自由解（cosω t）は関与していないことに注意する．

式（６）の［ ］内の第２項について別の見方がで

きる．これを

F
2(ω －ω ) cos(ω＋Δω)t －cos(ω－Δω)t

（８)

と変形すると，この強制項はω＋Δωとω－Δωの

二つの振動数を持ちそれぞれの振幅の符号は逆という

ことである．第２図ａにω軸における強制の強さ，

第２図ｂに強制される振動数ωのまわりの波動の位

相を表す．位相に関して，例えば，ばね振動である一

定の振動数の強制を与えるとき，固有振動数より小さ

い振動数で強制するとばねは同じ方向（in phase）に

振動するが，固有振動数より大きい振動数で強制する

ときにはばねは反対方向に振動する．これから，ω

を挟んで，ω－Δωはマイナス，ω＋Δωはプラス

の強制を与えると（第２図ａ），ω－Δωの強制は振

り子をマイナス方向に強制し，ω＋Δωも振り子を

マイナス方向に強制することになる．こうしたこと

は，固有振動数ωのまわりでしか起こらない．つま

り，ω付近における強制は，両脇で位相が180度ずれ

ることにより，ω－Δωと同じ方向に振り子を強制

することになる．その表れが時間項に比例する形にな

ると解釈できる．

こうしてω＝ωのときの全体の解は，

〝天気"65．2．

第１図 異なる長さ l（n＝１，２，３）のひも
を棒にくくり付けて作った三つの振り
子．振り子を支える棒の両端を両手で持
ち，同じ向きにある一定の振動数で振り
子を振動させる．
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η＝Gsin(ω t)＋H cos(ω t)＋
F t
2ω

sin(ω t)

（９)

となる．右辺の第１項と第２項は式（４）と同じ自由

解であり振幅は時間的に一定であるが，第３項の強制

項は時間に比例して振幅は大きくなる．つまり，強制

振動によって与えられるエネルギーは時間の２乗に比

例して大きくなる．第１図のマジックは振り子が共振

する性質を利用したものである．だから，マジシャン

は振り子の固有振動数をあらかじめ知っておく必要が

ある．

３．安定度が一定の成層流体中の内部重力波の強制

運動

安定度N の成層中では内部重力波が発現する．こ

こで，N は浮力振動数（ブラントバイサラ振動数）

であり，

N ＝－ g
ρ
dρ
dz

（10)

と定義され，今後正値の定数とする．ここで，ρは流

体の密度，zは鉛直方向の座標，バーは水平平均した

量を表す．支配方程式は，水平風を u，鉛直流を

w，圧力に関する量をφ，浮力を b，水平方向の座標

を x，時間を tとすると，付録Aに示される．強制

項のないときの（x，z，t）の物理空間における内部

重力波の支配方程式は，例えば，浮力 b（x，z，t）

については，

t x
＋

z
＋N

x
b＝0 （11)

とまとめられる．式（11）の解を B（k，m，ω）

exp｛i（kx＋mz－ωt）｝と置き，B≠０とすると，

（A7）より

ω
N

＝ k
k＋m

＝cosα （12)

が得られ，これが内部重力波の分散関係である．ここ

で，iは虚数単位（i＝－1），kは水平波数，mは鉛

直波数，ωは振動数である．式（12）から，例えば，

（k，m）の組み合わせを一つ選ぶとたくさんのωの

中から特定のωが選択される．

Mowbray and Rarity（1967）や酒井（1990）は，

安定成層の流体中に円柱を上下に振らせて内部重力波

を発生させた ，第３図は実験の概要，また第４図は

ω/N＝0.7としたときに現れる内部重力波のスナッ

プショットである（Mowbray and Rarity 1967）．振

動の中心から外側に発する線状の縞が内部重力波の波

面であり，波動は濃度の濃淡として表される．その波

面の時間変化を見ると，第１象限では左上から右下へ

波面が動く（第５図ａ）．ほかの象限は第１象限と鏡

像関係にある．この実験では角振動数と円柱サイズの

スケール（～ λ ＋λ ，λ，λは x，z方向の波長）

を与えることで，角度αつまり式（12）の分散関係

が目に見える形で現れる．

第２図 振動数ω軸における（ａ）ω＋Δωと

ω－Δωの強制項の振幅と（ｂ）位相．

内部重力波の室内実験は，電脳倶楽部基礎実験集第２

集で見ることができる．

https://www.gfd-dennou.org/library/gfd exp/exp
 

j/exp/iw/index.htm

第３図 一定の安定度N を持つ安定成層の流体
中で，支柱に支えられた円柱を上下に振
動して内部重力波を発生させる装置．
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波動を物理空間ではなく波数空間で表現すると，第

５図ｂのようになる．波数ベクトルを （k，m）

（k＝２π/λ，m＝２π/λ）として，群速度ベクトル

（c ，c ）を計算することができ（式（A8）と

（A9）参照），二つのベクトルは直交関係にあること

が分かる．また群速度と流体粒子の運動は平行である

ことから，結局，流体粒子の運動は波数ベクトルと直

交し波面に平行となる．以上のことから，物理空間の

第１，２，３，４象限は波数空間の第４，３，２，１

象限に対応することが分かる．

ここで問題は，一つの振動数を強制すると特定の波

数のじょう乱が見えることである．本来であれば多く

の波数が同時に励起されるはずなのに，その中で特定

の波数だけが大きな振幅となって目の前に表れる．こ

れからこの理由を明らかにする．

浮力の強制項 fだけを与えた場合，浮力 bに関す

る支配方程式は

t x
＋

z
＋N

x
b＝

x
＋

z
f
t

（13)

となる（A5）．第５図ａの第１象限で見られた高さ方

向から角度αに傾く波面に着目して，その波面方向

を z′，それに直交する方向を x′，x′方向の波数をK′

（＝（k′＋m′） ）とし，波面は x′方向に cの大き

さで動くものとする（第６図ａ）．ここで，c＝ω/

K′と定義すると，振動数ωは式（12）の分散関係を

満たす．波数ベクトルでみると，k′＝K′cosα，m′＝

K′sinαという関係である．また波面と一緒に動く系

ξ＝x′－ctを用いると，exp（iK′ξ）を持つ波動は

時間的に動かない波板に相当する．

これから強制項 fをフーリエ変換した量を F，浮

力をフーリエ変換した量を Bとする．強制項がない

場合（F＝０），自由解 Bは

B＝Ce （14)

と表される．ここでは第２章と違い複素数を用いて表

す．C は複素数の定数である．

強制項があるときについては，強制解だけに着目す

る，強制解ではさまざまな波数と振動数が選べるか

ら，fの形をexp｛i（K″ξ＋m″z′－ω″τ）｝（K″＝

K′＋ΔK とm″は波数，ω″は振動数．なおΔK＝

m″＝ω″＝０のときは自由解を表す）とすると，強制

解 B′は以下のようになる（詳しい導出は付録Ｂを参

照）．

(cK″＋ω″)(K″＋m″)

－N (K″cosα＋m″sinα) B′

＝i(cK″＋ω″)(K″＋m″)F′ （15)

ΔK＝m″＝ω″＝０以外の場合，即ちこの３者の内少

なくともどれか１つが０でない場合は，B′の係数は

０でなく，B′は有限値となる．つまり，振幅は時間

に関して一定となる．

そのうち，特にK″＝K′，m″＝０としてω″だけ

が変わる場合を考える（第６図ｂ）．このときの強制

解は

B′＝
i(cK′＋ω″)F′

(cK′＋ω″)－N cosα
（16)

第４図 ω/N＝0.7のときのシュリーレン法に
よって可視化された波に伴う密度変化の
様子（Mowbray and Rarity 1967）．

第５図 (ａ）物理空間で見た内部重力波の波面
の時間変動．矢印方向に波面が動く．波
面の z軸からの角度をαとする．（ｂ）
波数空間で見た内部重力波の波数ベクト
ル（実線）と群速度ベクトル（破線）の
方向．
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と表される．ω″≠０の場合，式（16）の右辺の分母

は０ではなく B′は有限値である．ξ系で見ると，

ω″≠０の解は動く波板による強制を表し，動く波板

の強制は動かない波動（＝分散関係を満たす解）には

有効に働かず，強制される波動の振幅は時間的に一定

となる．

それに対して，ω″＝０の場合は異なる，このとき

式（12）が成立して，式（16）の右辺の分母は０とな

る．つまり，このままでは B′は決まらず不定となる．

これは振り子の共振の場合と同様である．そこで式

（16）に式（14）の自由解の一部を加えて

B″＝ B′e － B′e （17)

と新たな強制解 B″を作ると，ω″→0のとき B″は

０／０の形となる．これから，時間に比例する振幅を

持つ共振解を得ることができる．このとき，ξ系では

空間的に動かない波板の強制項は動かない波動（＝分

散関係を満たす解）を強制し，その結果，強制のエネ

ルギーは常に波動に注入されて時間とともにその振幅

は大きくなる．

Mowbray and Rarity（1967）や酒井（1990）の室

内実験で内部重力波の分散関係を観測できたので，式

（12）の分散関係を満たす自由解が発現したように思

われたが，そうではなかった．観測されるのは通常振

幅が大きい波動であるから，室内実験でじょう乱とし

て目立つのは自由解ではなく強制解（つまり，共振

解）の方であった．ただ，そのときの強制解の構造が

“たまたま”自由解の構造と同じであったから，自由

解の分散関係を共通に持つことができたのである．共

振解が選ばれるので，例えば，特定の角振動数につい

て特定の波数となるのは納得がゆくことである．

４．結論

第２章の振り子と第３章の内部重力波における共振

現象について議論した．両者とも，固有振動数ωを

持つ振動系で強制振動数ωの強制を与えるもので

あった．ω＝ωのとき，固有振動数の分散関係を満

たし有限な振幅を持つ自由解とともに，振幅が時間に

比例して大きくなる共振解がある．共振解の振幅は時

間的に大きくなるため，室内実験では共振解の方が現

れることになる．ただそのときの構造が自由解と一致

するために，自由解とみなしてもよいのである．結

局，強制があってもなくても流体の運動は分散関係を

満たすことから，ここで特段新しいことを述べたわけ

ではない．

大気では，音波，ロスビー波，赤道波など多くの波

動が観測されるが，以上の類推から，これらも共振現

象であると予想される．自然界には様々な波動源が存

在するが，我々が波動として感知できるのは，大気の

固有振動数とハーモニーを起こした結果であり，大き

な振幅となるからである．

ここで流体の共振現象のエッセンスを理解するに

は，第２章であげた「振り子のマジック」の理屈を理

解すればよいのである．「振り子のマジック」にその

ような深遠な物理があったとは，驚くとともに深い感

動を覚えてしまう．
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付録Ａ．成層流体中の内部重力波に関する運動方程

式と分散関係

この系における線型化されたじょう乱の支配方程式は

第６図 (ａ）z方向から角度α傾いて位相速度

c（白抜きのベクトル）で動く波動．波
動の山を破線，それに沿う方向を z′，
それに直交する方向を x′とする．（ｂ）
（ξ，z′）から見た動かない波動（左）
と，K″＝K′，m″＝０，ω″≠０のとき
の動く波動（黒いベクトル，右）．
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u
t
＝－ φ

x
（A1)

w
t
＝－ φ

z
＋b （A2)

b
t
＝－wN ＋f （A3)

u
x
＋ w

z
＝0 （A4)

となる．ここでは強制項として浮力で与えるとして，

fとする．

じょう乱 u，w，φ，bから，一つのじょう乱の式，

例えば，浮力 bについてまとめると，

t x
＋

z
＋N

x
b＝

x
＋

z
f
t

（A5)

となる．bと fについて｛B（k，m，ω），F（k，

m，ω）｝×exp｛i（kx＋mz－ωt）｝とおくことによ

り，

－ω(k＋m )＋N k B＝iω(k＋m )F（A6)

が得られる．

F＝０の場合，内部重力波の自由解に関する分散関

係は，B≠０から，B の係数部分が０にならなければ

ならないから，

ω ＝ N k
k＋m

（A7)

となる．ωは固有振動数である．

ここで波数ベクトルと群速度ベクトルを

＝(k，m），c ＝(c ，c ） とおくと，群速度ベ

クトルはωをそれぞれ k，mで微分した量で定義さ

れるので，

c ≡ w
k
＝± Nm

(k＋m )
（A8)

c ≡ w
m
＝ Nkm

(k＋m )
（A9)

となる．波数ベクトルと群速度ベクトルとの内積を求

めると０であるから，波数ベクトルと群速度ベクトル

は直交することが分かる．

付録 B．ξ系における方程式の変形

第６図ａの第１象限で見られるような波面に着目し

て，波面は高さ方向から角度αに傾いているとする．

波面の方向を z′，それに直交する方向を x′とし，波

面は x′方向に cの大きさで動くものとする．新座標

系（x′，z′）と旧座標系（x，z）との変換は

x′
z′
＝ cosα －sinα

sinα cosα
x
 
z

⇔ x
 
z
＝ cosα sinα

－sinα cosα
x′
z′

（B1)

となる．また新座標系での速度成分（u′，w′）と旧

座標系での速度成分（u，w）との変換も同様であ

る．さらに cで動く座標をξ＝x′－ctと定義して，

新座標をξ＝x′－ct＝x cosα－z sinα－c t，z′＝

xsinα＋zcosα，τ＝tと置き換える（第６図ｂ）．こ

うして，

x
＝ ξ

x ξ
＋ z′

x z′
＋ τ

x τ

＝cosα
ξ
＋sinα

z′
（B2)

z
＝ ξ

z ξ
＋ z′

z z′
＋ τ

z τ

＝－sinα
ξ
＋cosα

z′
（B3)

t
＝ ξ

t ξ
＋ z′

t z′
＋ τ

t τ
＝－c

ξ
＋

τ

（B4)

の変換を使うことにより，（A1）～（A4）は

－c
ξ
＋

τ
u′＝－

φ′
ξ
－b′sinα （B5)

－c
ξ
＋

τ
w′＝－

φ′
z′
＋b′cosα （B6)

－c
ξ
＋

τ
b′＝N (u′sinα－w′cosα)＋f′

（B7)

u′
ξ
＋ w′

z′
＝0 （B8)

と表すことができる．ここでスカラー量はφ′，b′，

f′とした．これから，じょう乱成分 u′，w′，b′，φ′

および強制項 f′を（U′，W′，B′，Φ′，f′）exp｛i
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（K″ξ＋m″z′－ω″τ）｝（K″，m″は波数，ω″は角振

動数）と与えると，

(cK″＋ω″)U′＝K″Φ′－iB′sinα （B9)

(cK″＋ω″)W′＝m″Φ′－iB′cosα （B10)

(cK″＋ω″)B′＝iN (U′sinα－W′cosα)＋iF′

（B11)

K″U′＋m″W′＝0 （B12)

が得られる．これから，例えば，B′についてまとめ

ると式（15）が得られる．
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